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ERRATA. 


Page a+, fin de {a ligne •sa, ajouter, en note au ba $ de la page : 

« Il va sans dire, (Paprés le raisonnement fait sur R* au haut de cette page, 
que la série « 0 -t- u\ ~r est supposée présenter un certain degré de con¬ 

vergence, aussi petit que Ton voudra, mais ne tendant vers zéro à l'approche d’au¬ 
cune valeur considérée de x. Nous excluons donc le cas singulier d'une lenteur 
de convergence qui, en certains des endroits dont il s’agit (fussent-ils infiniment 
restreints), dépasserait toute limite et ne permettrait pas de s’en tenir à un nombre 
assignable de termes dans l’évaluation approximative de la série. » 

Page jft*. - Le numéro de la ligure doit être 10 cl non 4* 

Page 184 *. — Le numéro de la figure doit être aS et non 29 , 

Page ai3*, à la fin du n° 168*, ajouter, en note au bas de la page : 

« Il est bon de remarquer une simplification qui sc produit quand on choisit ta 
tangente MT pour axe des x. Alors, te cosinus x' atteignant en M son maximum 1 , 
le principe de Fermât y donne x * — 0 , et les deux autres cosinus y\z\ nuis pour’ 
le point M, sont, pour le point .M', ceux d’angles presque droits t'Oy , t'Os qui 
ont leurs plans respectifs à peine différents de ceux des xy et desxs, sur lesquels, 
par suite, ces angles se projettent sensiblement en vraie grandeur (p, 108 *). 
C'est évidemment dire que dy ou y“ds et dz' ou z"ds représentent les deux 
angles respectifs de contingence des projections de l’arc MM' ou ds sur les pian- 
des xy et des xz ; et, vu que chacune des mêmes projections de ds peut, sauf 
erreurs négligeables, être prise égale à dx — x' ds ou, par suite, à ds* les deux 
dérivées y", s* sont, en résumé, les courbures de ces deux projections. Donc la 

formule ( 3 o) [p. afo], réduite à = vV’~ exprime alors que, si Von 

projette un élément d'arc ds sur deux plans rectangulaires se croisant sui 
vant sa tangente, les angles de contingence et les courbures de ses deux pro¬ 
jections auront pour sommes respectives de leurs carrés les carrés mêmes de 
son angle de contingence et de sa propre courbure. De plus, d’après les for¬ 
mules (a 5 ) (p. ato*ï, le rayon R de cette courbure fera, avec les plans des 
deux projections , des angles ayant leurs cosinus R/* et Ri* respectivement 
proportionnels aux courbâtes v” et s* de celles-ci . » 

Page •ii’;*'. Accentuer, sur la figure, le second T, en remontant. 

r' V % 

Page 277 *, ligne 9 , à la lin, rétablir la lettre 5, ou lire o J . 

Page 384 *-, ligne 1 .» en remontant, après Ch. Dupin, ajouter , en note au bas de 
ta page : 

« Le géomètre français Binet, de son côté, a, vers la même époque que Ch. 
Dupin sinon un peu avant, découvert ce système triple orthogonal constitué par 
les surfaces homofocalcs du second degré, et reconnu aussi que ces surfaces s’in- 
terscctent mutuellement suivant leurs lignes de courbure (Journal de VÊcolc 
Polytechnique, t. IX, mai i8i 3, p. 5g; voir aussi, dans les Développements de 
Géométrie, par Ch. Dupin, la note de la page 3o5). « 
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CALCUL hiv LA DÉRIVÉE D UNE SERIE. 


13*. — Suite : dérivée d’une série. 

Quand une fonction S de a.\ supposée, bien entendu, graduellement 
variable, est définie, au moins entre certaines limites, par une série 
convergente u ü ~r- tf t — «*— .... et que, pour une suite continue de 
valeurs de x comprises entre ces limites, les dérivées des divers 
termes de la série forment une nouvelle série convergente, celle-ci y 
égale la dérivée de la première S. 

Pour démontrer cette proposition, observons que, si H„ désigne un 
terme complémentaire tendant vers zéro lorsque n grandit de plus en 
plus, on a 

S Mo —“ U\ — Mj ■** < , . —Un R„, 

et R w , différence de deux fonctions, S d'une part, « 0 -+- «i H- tt a 
d'autre part, pourvues par hypothèse d’une dérivée, en a également 
une ou est, comme ces deux fonctions, graduellement variable avec x. 

Or le fait de la décroissance indéfinie de R n exige que sa dérivée 
Rj, ou bien ne tende vers aucune limite pour n grandissant, ou bien 
tende vers zéro. En effet, si RJ, tendait, dans un très petit intervalle 
B. — I. Partie complémentaire. » 


ï* 


DERIVER V U NU 3ERIK : 


comprenant la valeur considérée a*, vers d'au 1res limites que zéro, cos 
limites seraient déjà presque atteintes en donnant à n une valeur 
assez grande, et tous les accroissements ultérieurs possibles de n n’in- 
ilueraient pour ainsi dire plus sur KJ,. Cela posé, on pourrait prendre 
l'intervalle dont il s'agit assez petit pour que, dans le cas de cette pre¬ 
mière valeur déjà très grande de/«, la fonction, de grandeur notable par 
hypothèse et graduellement variable, S r — / «J, — «, — ... — u' M } KJ,, 
v eût presque la mètne valeur d’un bout à l’autre; et alors cette valeur 
constante continuerait à v être celle de KJ,, c’est-à-dire, sensiblement, 

celle du rapport de deux accroissements simultanés de K rt et de x, 

même quand n deviendrait incomparablement plus grand et ft„ incom¬ 
parablement plus voisin de zéro qu’ils n’étaient d’abord. Or il est évi¬ 
demment impossible d’admettre que, dans l’intervalle déterminé en 
question, R ft varie, toujours suivant le même sens, avec une pareille 
rapidité notable, à moins qu’il ne puisse s’v écarter de zéro d’une ma¬ 
nière sensible; ce qui n’est pas. Ainsi, il faut ou que RJ, tende vers la 
limite zéro quand n grandit, ou que RJ, ne s'approche indéfiniment 
d'aucune limite. La somme «J, -H n\ ~h .., — u',,, égale identiquement 
à S'— RJ } , tend vers S' dans le premier cas et ne converge pas dans 
le second. Donc, toutes les fois que ta série u 0 — u\ h- u\ -- ... est 
convergente dans une étendue finie, elle y exprime bien la dérivée 
de la série proposée S = « 0 H- «î -r «a *+- — 

Dans le cas contraire ^c’est-à-dire quand la série «J, h- u\ ... 

ne convergera pas), une étude spéciale du reste lésera nécessaire pour 
obtenir la dérivée de la fonction S. Ce cas où, lorsque n grandit, la 
fonction Retend vers zéro, mais en finissant par varier tellement vite 
avec x que sa dérivée n’y tend pns, se présente très souvent pour 
les valeurs extrêmes de x, c'est-à-dire pour les limites en dehors des¬ 
quelles la série S diverge : car la valeur absolue de R„, très petite 
encore à ces limites, est sensible au delà, et v croit nécessairement 
d'une manière rapide. Mais il peut aussi se produire pour toutes les 
valeurs de x, quand les termes très éloignés et fort petits, comme 
u n , de la série, sont des fonctions de x qui varient par courtes oscil¬ 
lations, ou dont les changements consistent en accroissements et dé¬ 
croissements alternatifs se succédant de plus en plus vite à mesure 
que l’indice h augmente. Alors le terme complémentaire R„, pour 
neutraliser ces inégalités imperceptibles qui n'existent pas dans la 
fonction S, mais qui tiennent au genre de décomposition ou de déve¬ 
loppement auquel on la soumet, présente des inégalités analogues de 
signe contraire; et si, /* grandissant, ces inégalités finissent par de- 
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\ enir aussi courtes que petites, les rapport», de très faibles ac¬ 
croissements simultanés, donnés à et à æ , peuvent garder à 
peu près les mêmes valeurs absolues moyennes, quand on y lait dé¬ 
croître à la fois A.rct Alt* pendant que n augmente. Donc la dérivée 

H),, sensiblement égale »-^r> ne tend pas, pour n grandissant, vers 

zéro, ni, comme on vient de voir, vers aucune limite déterminée fonc¬ 
tion de æ. Et il en est évidemment de même de la somme 


W ÿ * • M | — H n — S ■ H# | 

alors impropre, par conséquent, à exprimer la dérivée de la série pro¬ 
posée S rr -r- U\ Hh U a H- .. . * 

Soit, comme exemple de la règle ci-dessus, une série ordonnée sui- 
\ ont les puissances de .r à exposants entier» et positifs, ou de la forme 

i‘n S= \ 0 — \iar *4-\j —...— \„r n -A,..jr ,| ' ,1 -f ... 

dans laquelle le rapport de deux coefficients successifs est sup- 

posé tendre en valeur absolue, quand n grandit, vers une limite déter¬ 
minée /.. Celle série converge pour les valeurs absolues de x moindres 

que ~ et diverge pour les valeurs absolue» de jr supérieures à r-* vu 

que le rapport d'un Lermc au précédent y tend vers la limite zn ). r, 
comprise entre o et rt: t dans le premier cas, supérieure à l'unité (en 

valeur absolue) dans le second. Quant aux valeurs extrêmes jc~ ~ l - 

A 

elles peuvent rendre la série convergente ou divergente, suivant que 

le rapport de deux termes consécutifs y est en valeur absolue 

plus ou moins inférieur à l'unité et suivant la succession des signes 
des termes. 

Cela posé, en prenant la dérivée des divers termes du second membre 
de (j). on obtient la nouvelle série 

(6> Ai —aA,r-t- 3A 3 —... n —n V,, ,.»*■»-- 

dans laquelle le rapport, d'un terme au précédent, égale 

re qu'il était dans la série proposée, multiplié par le facteur — --- ou 

augmenté de sa partie. Donc les termes décroissent moins vite 
dans la série dérivée, qui pourra, par suite, devenir divergente à rune 
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o» :'» l'autre des valeurs extrêmes jc —zz ! > dans des cas où ta série 

A 

proposée v converge encore* Mais la limite vers laquelle tend ce 

rapport—— quand n grandît indéfiniment, est toujours >..r, 

et, par conséquent, la série (6) se trouve convergente entre les mêmes 

limites x ±: ~ que la proposée (5), sinon toujours à ces limites 

mêmes. Ainsi, la dérivée d'une série de la forme < Ôi peut s'obtenir 
en faisant simplement la somme des dérivées de ses termes . 


r 

i 



COMPLÉMENT A LA TROISIÈME LEÇON. 

ANALOGIES DES FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES ; FONC¬ 
TIONS IIYPERBOLIQL'ES: EXPONENTIELLES IMAGINAIRES; ETC. 


18.* — Discontinuités spéciales à la fonction logarithmique 
ou à d’antres fonctions transcendantes. 

Parmi les fonctions transcendantes considérées jusqu'à présent, il en 
est trois, log-s, arc sins et arc cos s, qui se distinguent des autres en <v 
qu’elles n’ont plus de valeurs (réelles ) lorsque la variable z y sort d*un 
certain intervalle. Cet intervalle s’étend, pour la fonction logarithmique, 
de 5 = 0 à z x, et, pour les fonctions arcsinus et arccosinu*. 
de z — — i à z = -4- r. Mais la fonction logarithmique est la seule de> 
trois qui n’admette qu’une valeur pour chaque valeur de la variable 
et, par conséquent, la seule de toutes les fonctions transcendante* 
usuelles qui, dans le voisinage d’une limite au delà de laquelle elle 
cesse d*exi$tci\ ne présente ainsi qu’une suite de valeurs. Or ce carac¬ 
tère la distingue également des fonctions algébriques contenant des 

radicaux d'indice pair (tt = ±^â ou u= ——par exemple, racines 

— )/z 

des équations «*— 5=0, 5 «*-—1=0), ou des fonctions algébriques 
implicites analogues à celles-là, qui, comme log5, n'existent plus au 
delà d'une certaine limite; car, en deçà, ces fonctions ont, en re¬ 
vanche, plus d'une valeur. 

il faut observer en outre que log 5 grandit indéfiniment (en valeur 
absolue) à l'approche de la limite 5 = 0, sans que ce soit à l’occasion 
d’une fraction dont le dénominateur s’annulerait, mais uniquement 
par suite de ce fait, que la variable z, incapable de devenir négative, 
ne s’annule pas sans que ta fonction, simple exposant susceptible de 
prendre toutes les valeurs, ait reçu celles, qui sont négatives et trê> 
grandes, qu’elle n'avait pas eues encore. Ainsi le genre de discon¬ 
tinuité que présente, pour 5 = 0, la fonction log5, diffère essen¬ 
tiellement de celui des discontinuités que comportent les fonctions 
algébriques, comme il sera, du reste, démontré complètement plus 
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loin, quand nous nous occuperons des points singulier* des courbes 
planes. 

En combinant deux fonctions, dont l’une devienne infinie pour une 
valeur finie de la variable, on peut, quand elles ne sont pas algé¬ 
briques (du moins toutes les deux ), obtenir de nouvelles espèces de 
discontinuités. 

Par exemple, la combinaison d’un quotient et d'un logarithme 


donne la fonction assez simple , dans laquelle la valeur infinie de 

logs en produit une égale à zéro; de sorte que la fonction ainsi ob¬ 
tenue s’étend, comme log-, de z ~ o à s — x, mais en avant à la pre¬ 
mière de ces limites une valeur nulle, c’est-à-dire finie et parfaitement 
déterminée, par laquelle commence brusquement la série unique des 
valeurs de la fonction. El l’on aurait, non seulement pour j? —c/, 
uu pareil commencement, mais aussi, pour x = a, une fin non moins 


brusque, en prenant, au lieu de la fonction un peu plus compli- 


^ uee I«g< a* — t*)' 

De même, si l’on observe que la fonction e a est très dissemblable 
aux deux limites u — ocetw rr x, puisqu'elle se trouve finie à la pre¬ 
mière et infinie à la seconde, on verra qu’il suffit de faire succéder l’une 

« 

de ces deux valeurs à l’autre, en prenant et égal à une fraction, ~ par 


exemple, qui présente le saut de qz oc à dz x ordinaire aux quotient*, 
pour produire encore une autre sorte de discontinuité, consistant dans 
un brusque passage d’une valeur finie à une valeur infinie. Or oh 
verra, à l’endroit cité tout à l'heure (où il sera question des points 
singuliers des courbes planes), que cette autre sorte de discontinuité 
est étrangère, comme les précédentes, aux fonctions algébriques, les¬ 
quelles cessent d’être continues soit par un simple passage par l'infini 
avec ou sans changement de signe, comme dans les fractions ration¬ 
nelles, soit par la réunion de deux séries finies de valeurs qui se ter¬ 
minent à leur jonction, comme dans l’exemple u — rrry j, soit, enfin, 
parla disparition simultanée de deux séries de valeurs devenant infi¬ 


nies, comme dans l’autre exemple donné u ~. 

V* 


19*. — Sinus et cosinus de la somme de deux arcs. Formule de Moivre. 

La formule presque évidente cos*« -nsin 2 w =: t peut être aisément 
généralisée. Remarquons, dans ce but, que nous aurions pu l’établir 



-*■ 


fronurtea dk co>'( u -.r.v) t six (a rrre). 

en observant que chacune des deux fonctions cos «, ai nu a l'autre pour 
dérivée, sauf un changement de signe lorsqu'il s'agit du cosinus, et 
que, par suite, d’après la règle donnée au n° 11 (p. 3 j ) pour un produit 
cle deux facteurs, les deux termes cos*w, sin s « ont respectivement les 
dérivées — 2 cos« sin w, 2 sinw cos//, égales et contraires. La somme 
de ces deux termes, avant ainsi sa dérivée constamment nulle, est 
donc invariable, en vertu d’un théorème de la deuxième Leçon ( p, 33 j, 
et l'on peut y faire « — o, ce qui, vu les valeurs simples coso r et 
sino . o, la réduit à l'unité. Or le même fait de l’égalité, au signe 
près, des dérivées des deux termes persistera, si l'on remplace les se¬ 
conds facteurs cosw, sinw par le cosinus et le sinus d'un arc c, non 
plus égal à u* mais inférieur à u d’une quantité positive ou négative 
constante « v~=~- 1); de sorte que, u continuant, par exemple, à être 

la variable indépendante, de petits accroissements simultanés Aw, Ar 


de u et de v soient encore égaux, et que les rapports 


Aeosc A sine 


A u 


Au 


puissent être remplaces par——> —- - * ou, a la limite, les déri¬ 
vées de cosc et sino être évaluées comme si ç était la variable indé¬ 
pendante. Alors, en elfet, les deux produits cos u cos r, sinw sine ont 
respectivement pour dérivées les expressions égales et contraires 


cos u sm v — sin « cos v et smn cos v — cosw stne. 


La somme cos« cos c — sin u sin v est donc encore invariable, la même 
qu’à l’instant où ç . o et où elle se réduit à cos u ^ cos(r—- D \ -- cos T). 
Ainsi l'expression cosw cos c-*- sin u sine, où u et c ont été censés 
d'abord quelconques et ont varié ensuite de manière à conserver entre 
eux leur différence primitive Dr«--c, représente le cosinus de 
cette différence, 11 vient donc comme généralisation de la formule 
1 rG) [p, 08 ], quels que soient les deux arcs u et v, 

( 17 ) cos (K - - v < -- cos « cos v — sin « sin c. 

Mais cette relation (17) en donne évidemment une analogue pour le 
sinus de la différence de deux arcs tt et r; car un tel sinus, sin T// —v >. 
peut être considéré comme le cosinus du complément 

•- — » u - c » — ( - --ri — u : 

-> \ a / 

4M* 

et ce complément est lui-même la différence des deux arcs - — r. «. 
dont le premier a, pour sinus, sin (~ ~ v\ sin ” cos c et « 
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— c j - - sine. Il vient donc, 
en remplaçant, dans (17 V u par ~ — <• et <• par //, 

(18 > sîn u —(')= sin u cosv — cosm sine. 

Oelle-ci aurait pu d'ailleurs «e démontrer directement comme la 
précédente (171. en remarquant que les deux termes sin//cosr, 
— cos u sine, si l’on y prend encore u — v = une constante D, ont les 
deux dérivées, égales et contraires, 

-- sin u sine — ■ cos u cüsc et —cosucosv--sin usine; 

de sorte que leur somme, sinw cos v — cos« sine, est constante et ex¬ 
primée par la valeur sinD:-= sin(i/ — v) } à laquelle elle se réduit 
pour v rr o. 

Enfin, dans les deux formules (17) et fi8) où le signe de r est quel¬ 
conque, rien n'empêche de changer v en —r, pourvu qu'on change, 
par le fait même, 

cosp en cosi--c : — cosr et sine en sin* — sine, 

le nouvel arc c pouvant être, bien entendu, comme le premier, positif 
ou négatif à volonté. Il vient donc les formules générales suivantes du 
cosinus et du sinus de la somme de deux arcs : 


pour cosinus, cos^ — cos 


< t9 > 


cos ('// - v 1 — cos// cosc — sin usine. 

sin(« --- v 1 ~ sin ci-cosp --costi sine. 


Il en résulte, comme on l'a démontré en Trigonométrie, d’autres 
formules simples, également utiles, qui permettent, soit de calculer 

tang(«zzt') au moyen de tangu et lange, ou cos2//, cos-> sin-, 

a •>. 

tang^ au moven de cos//, soit de convertir la demi-somme ou la demi- 

différence de deux sinus ou cosinus en un produit de deux facteurs 
dont chacun est lui-même un cosinus ou un sinus. 

Mais cherchons ici, pour former les expressions (19) de cos(// c) 
et sin(w — v) par la combinaison de cos//, sin//, cosc, sine, quelque 
règle simple, qui soit susceptible d'être étendue aux cosinus et sinus 
de la somme d'un nombre quelconque d’arcs. 

Les seconds membres des formules (19), pris ensemble, contien¬ 
nent, aux signes près, tous les ternies du produit de cos//-h sin# 
par cos c H- sine. Ceux d’entre ces termes où les facteurs sinus sont 
en nombre pair (zéro ou 2^ composent eo$(// »•?, mais avec autant 
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•le changements de signe pour chaque terme que ce terme a de 
roupies de facteurs sinus» savoir, pas de changement dans cosmcosc 
et un changement dans sinw sinr. Et quant aux termes (siiw/cosr. 
cos usine* où les facteurs sinus sont en nombre impair, termes for** 
niant en tout s»n(tf — f’i, on peut dire que chacun deux éprouve 
encore autant de changements de signe qu'il contient de couples de 
facteurs sinus (c’est-à-dire, ici, zéroj. Or il est aisé de voir que h* 
me me mode de combinaison subsiste quand on ajoute un arc de plus, 
iv, ou que Ton multiplie cos(« — «•) — sin(« — »») par cosce — sino . 
en remplaçant cos(«- 4 - 1 ’)» sin («--«') par leurs expressions précé¬ 
dentes et effectuant, bien, entendu, le changement de signe de 
>in(// -- v\ sin«r. En effet, le cosinus de u — v * - u* contiendra, 
outre les termes composant le produit cos(// —r) rosir, termes où 
les facteurs sinus resteront en meme nombre pair que dans cos(w — «*). 
les termes provenant de sîn(«— c) multiplié par sintv, termes qui 
éprouveront bien le changement de signe obligé en acquérant le fac¬ 
teur sintr, car ils passeront ainsi au rang de ceux où les facteurs 
sinus sont en nombre pair. De même, le sinus de u ~ r — te se com¬ 
posera des termes formant sin (u — r) coso*, où les facteurs sinus 
sont respectivement en même nombre impair que dans sin (u — r), 
et de ceux de cos(w~*- <‘)sin<r, où les facteurs sinus, partout en 
nombre pair, provenant de cos (u -r- r), deviennent en nombre impair 
par l’adjonction de sium. El il est clair que le même raisonnement 
s’appliquera si l’on ajoute successivement autant d'arcs qu’on le 
voudra. 


Ainsi, le mode de combinaison de costf, sin//, cosr. sine, cosir. 
sin te..... qui est propre à fournir les expressions de cos( «—c—-»•- ... \ 
eide sin(«-r-c—m ■+*... b ressemble beaucoup à la multiplication 
algébrique des binômes cos«-rsin«, cos e-r sine, eoste-r-sintr... 
mais il en diffère par une tendance (pour ainsi dire) de chaque nou¬ 
veau sinus que l’on introduit, à faire changer, dans le résultat, le** 
signes des termes où il paraît comme facteur, tendance qui se satisfait 
en quelque sorte, ou produit un changement effectif de signe, en 
s’associant, dans Je même ternie à «ne tendance analogue, c’est-à-dire 
par le groupement deux à deux des facteurs sinus y paraissant. Et, 
lorsqu’elle ne peut produire tout son effet, c’est-à-dire dans les termes 
où if reste un facteur sinus non encore employé après que tous les 
autres se sont associés par couples pour changer le signe autant de 
fois qu’il y a de couples, la tendance en question subsiste pour le cas 
où le résultat devrait entrer dans une combinaison ultérieure; car 
l’ensemble de tous les termes du produit qui ont ainsi des facteurs 
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sinus en nom lue impair compose justement le sinus de la somme des 
arcs considérés et se comporterait, par conséquent, comme un sinus, 
si Ion introduisait un arc de plus, tandis que l'ensemble des termes 
nï» les facteurs sinus sont en nombre pair compose le cosinus de la 
même somme et se comporterait désormais comme un simple facteur 
algébrique. 

Il ne reste plus, pour pouvoir indiquer à la manière d’une multipli¬ 
cation, tout en l'en distinguant, cette sorte d'opération de combinai¬ 
son propre à former les expressions du cosinus et du sinus d’une 
somme, qu’à marquer, à l'aide d’un caractère spécial, les facteurs aux¬ 
quels on attribue la tendance à faire changer de signe les termes qui 
Ils contiennent. Or ce caractère devra équivaloir à un changement de 
signe, ou au facteur —i, pour chaque couple de fois qu'il paraîtra 
dans un terme; et, comme il affectera de la tendance en question le 
terme tout entier, quel que soit le facteur qui l’introduise, on pourra 
le séparer de celui-ci pour le placer ailleurs dans le terme, c’est-à-dire 
l’a>.sirailer lui-mème à un facteur. Donc, sa répétition ou ce qu'on peut 
appeler son carré donnant d'ailleurs — i, on devra, vu son analogie 
évidente avec une racine carrée, mais sans avoir, bien entendu, à lui 

en attribuer la signification, l’écrire lui-méme \— t , Ainsi, le signe 
qu'on cherche pour en affecter ici les sinus n’est autre que le symbole, 

dit imaginaire , \ —t, introduit déjà, dans l'étude des équations du 
second degré de la forme (jt — *)* = — £*, par un désir analogue de 
modifier le sens de la multiplication de manière à n'en faire, au besoin, 
qu'un mode de combinaison oit «ne quantité négative — 3 S puisse être 

censée le produit de deux, quantités égales. Ce symbole y - • t aura le 
double avantage ; i° d’indiquer clairement le changement de signe à 
effectuer pour chaque couple de fois qu'il se trouvera dans un terme 
du résultat définitif; 2° de subsister encore une fois dans les termes 
qui l’auront contenu en nombre impair, après qu’on l’en aura sup¬ 
primé autant que possible en effectuant les changements de signe 
qu'impliquait sa répétition, et, par conséquent, de maintenir 1 en¬ 
semble de ces termes, ou il restera comme facteur commun, et 
qu’on appelle, pur abréger, la partie imaginaire du ré>ultat, es¬ 
sentiellement distinct de l'ensemble îles autres termes, d'où y i 
aura complètement disparu et qu’on appelle la partie réelle du résul¬ 
tat. Ainsi la formule obtenue, purement tjrmbolùfue en elle-même, 
c’est-à-dire n’exprimant aucun résultat quantitatif saisissnble, mai* 
seulement une certaine manière de combiner îles caractères on des 
signes, sc dédoublera finalement en deux formules qui, elles, auront 
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un sens concret et représenteront de vraies relation* arithmétique- 
entre quantités. 

Tous ces développements, utiles pour bien faire comprendre com¬ 
ment le symbole imaginaire v J “ 1 permet d’indiquer simplement cer¬ 
taines relations assea compliquées entre quantités réelles, conduisent 
donc à la formule générale, qu’ils expliquent suffisamment, 


I 20 i 


\ COS' U -- V 

\ * 


«■ 


\J —1 «in < u — ç 


\v *•«... ' 


i rr ( cos u y — i dn «^(eosv *—dniv cosec • y - i sïn«-* '. 


Celle-ci, quand les arcs u, e, .... supposés au nombre de m, \ 
deviennent égaux, se réduit à la suivante, dit e formule de Moivre , 

(an commit ^ — i sin mu ~ < cosu — v *— i >inM 

qui contient, comme on voit, les expressions du cosinus et du simi- 
d’un multiple quelconque mu d’un arc u en fonction algébrique et 
entière du cosinus et du sinus de cet arc. Or. dans le second membre 
de ('ai), reffectualion des calculs (y compris la réduction des termes 
semblables) se fera évidemment par le même mécanismequi a conduit 
à la formule de la m ième puissance du binôme, et elle donnera 


cos w u 


m 


y — i co«w- , « sin« 


m- m 


■u 


ï .2 


U — 1 * ■'os" 1 * s w sin*w — .... 


Enfin la substitution de — i à chaque couple de facteurs symbo¬ 
liques y” et le groupement, d'une part, des termes de degré pair 
en y— m, pour en faire l'expression de cos mu, d'autre part, des terme* 
de degré impair en y ~i, pour en faire, après la suppression du facteur 

subsistant y—i. l'expression de sînm«, dédoubleront bien cette for¬ 
mule symbolique (ai) en deux, parfaitement concrètes, qui sont les 
formules cherchées de cos mu et de sin mu : 


! nti/n — ri . 

CO«/HM “ cos w U — ..COS'«’' t W $»n s « 

I .2 


(*2 I * 


m : m -, "» - » M ». - 3 ■ oosm ., „ >inl „ 

oos ,n " i m «in ; ‘ u 
cn$ m ~*u sin* « - 


i.2.3 .\ 

m ... . . mi m — i h m -- *js 


sin mu — — cos" 1 -* « sin u — 

i 


i.a. i 

wim-i'ifm-î'l m — 3 u m — 4 
i .a.3.4* *> 


Les seconds membres se terminent, comme dans la formule du bi¬ 
nôme, par le terme après lequel la loi évidente de formation des ooet- 
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tîcients introduirait celui des facteurs décroissants successifs w, 
w — t> m -7. ... qui est zéro, dont fa présence annule tous les 
termes ultérieurs. 

20* — Équations algébriques» à racines réelles, qui se résolvent 

trigonométriquement. 

On remarquera que sin« ne parait dans l’expression (s.î > de cos/w« 
que par les puissances entières de son carré sijj*//. En y remplaçant 
celui-ci par i — cos*m, puis, effectuant les multiplications et réduc¬ 
tions, il est clair que cosm//, exprimé en fonction de cos//, deviendra 
un simple polynôme du m** m ® degré, à coefficients entiers. 

Si Ton prend pour cos/h« le cosinus d’un arc, a , compris (quel que 
»oil ce cosinus) entre zéro etr:, et si l'on pose cosm r- x, la première for¬ 
mule (as j se trouvera donc changée en une certaine équation du m i4nM! 
degré en .r. dont tous les cnefficients seront commensurables, sauf, en 
général, le terme connu» coso, du premier membre. Or cette équation a 
autant de racines ( réelles) que peut en admettre une équation de son de¬ 
gré, savoir /«, et, chose curieuse, ces m racines, généralement incom¬ 
mensurables ou même, le plus souvent, impossibles à exprimer algé¬ 
briquement (c'est-à-dire fonctions algébriques implicites de cos<7 ), 
s'expriment, an contraire, trigonométriquement , avec une extrême 
facilité. En effet, la signification même de la première formule (as) 
montre qu'on rend le second membre égal au premier en posant 
jr — cos u et en prenant u égal à la partie de tout arc mu ayant 
<*os« pour cosinus. Or il faut et il suffit, pour que cosmu — ços/r, que 
l'arc /««dépasse soit — a, soit — d’un nombre entier 1 de circonfé¬ 
rences (nombre pouvant être o, "i, ±1 2, ,.L'équation algébrique 
considérée admet donc toutes les solutions que représente la formule 

t: a — 71T. 

JC =3 cos-- 

m 

Il est inutile d'y prendre le terme ±: a avec le double signe ±:, vu 
qu’on ne modifiera pas le cosinus (fonction paire de son arc) eu chan¬ 
geant, par exemple. — a — a/« en a — 2/tc, ce qui revient à prendre 
a -r a /r avec i de signe contraire. Et l'on pourra de plus, en s'en 
tenant ainsi à 

a - 4 - 2 tir 

T = COS-» 

m 


ne donner à i que les valeurs consécutives o, 1, 2, 3 ./« —1, 

comprises dan» un intervalle égal à m ; car, faire croître ou décroître 
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* de m imités serait ajouter à l’arc —' ou en retrancher une cir¬ 
conférence sr, modification sans influence sur le cosinus. Mais Ie> 
m \aleurs obtenues en posant *“ o. — i , . - tn — 1 sont 


bien toutes distinctes. En effet, les arcs -- ? ——— > — —. 

m tn m 

? — l. m —J.il: se succédant à intervalles égaux entre zéro et ar, on 

peut se les figurer, sur une circonférence divisée en m parties égales, 
comptés tous à partir du commencement de la première division, et 
se terminant ainsi à des points compris clans les premières moitiés des 

divisions (vu que — est positif et inférieur à la moitié de - f ~ )* Or, si 

l’on considère deux, de ces divisions qui soient symétriques par rap¬ 
port au diamètre issu de l’origine, la première moitié de l'une a pour 
symétrique la seconde moitié de l'autre, et, par conséquent, deux arcs 
se terminant respectivement à l’intérieur de leurs premières moitiés 
n'ont pas leurs secondes extrémités symétriques ni, par suite, leurs 
cosinus égaux. Il ne peut en être autrement que dans les cas excep¬ 
tionnels où ces extrémités atteignent les limites entre lesquelles elles 
se meuvent, ou viennent se placer soit, pour a~ o, aux points mêmes 
de division de la circonférence, soit, pour a — r, au milieu précis des 
divisions : alors les racines deviennent égales deux à deux, sauf 

celles qui peuvent correspondre à un arc-—— : ou nul ou égal â r, et 

dont la seconde extrémité serait à elle-même sa propre symétrique 
par rapport au diamètre considéré. 


1 * 1 • \ 


Quand, au contraire, a — ~ ou cosa = 0, les secondes extrémités 

3 

des arcs ■ — - tombent aux premiers quarts des divisions et, pour 

ceux d'entre eux qui excèdent une demi-circonférence, elles sont les 
s\ métriques des points situés aux trois quarts des divisions comprises 
dans la première de mi-circonférence. Donc on peut alors partager 
cette demi-circonférence en divisions quatre fois moindres, exprimées 

«M» 

par ~. et prendre pour racines x les cosinus de tous les arcs, de la 


forme 




> s’y terminant à une division d'ordre impair : le 


nombre entier j reçoit les m valeurs o, 1, 2, 3 , .... m ~~ 1, et tous 
les arcs à considérer, rangés par ordre de cosinus décroissants, se 
trouvent compris entre zéro et îc. 

Dans le cas m — 3 , mais a étant d’ailleurs quelconque entre zéro 
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et ?r, l'équation que donne ainsi ta première formule iaa). 

•k •> * •* * cn« « 

COStf iF 3 — 3./*! I — Jt v * > OU T* — - CT-- r 


e-t précisément celle à laquelle se ramène la plus générale du troisième 


degré débarrassée de son second terme 


\*.:?A*X-7 A*=o 

4 4 

3 /* 

«où “ 7 A s et — 7 A 4 sont deux coefficients quelconques), lorsqu'on 

4 -l 

3 k 

v pose X =A-r, ce qui la réduit à - .r — y :=o, et lorsqu’on admet 

■4 4 

qu’elle a trois racines (réelles). Kn effet, cette dernière condition 
implique d'abord que le second terme de l'équation soit — et 

3 £ 

non ~ \x\ sans quoi le premier membre, Æ*-f- 7 .r — y, croîtrait évi¬ 
demment toujours avec x et, allant de — x à x, ne passerait 
qu'une fois par zéro. Mais elle implique de plus que X - soit compris 
entre — i et —i ou soit bien de la forme cos a; car, si l'on pose 

J(.c } — x 3 -7 .v — —, la dérivée — $ (a.-* — , positive pour 

./* variant de — no à — { et de J à ac, négative pour x compris entre 
— 4 -et J-, montre que /(x), négatif pour x =— ne et positif pour 
,r = x, s’annule trois fois à la condition nécessaire et suffisante de 
s'annuler une dans chacune de ses trois périodes ou alternatives 
d'accroissement ou de décroissement, c’est-à-dire pourvu qu’on ait 

/(— > o et / j < o. ou bien £vu que /~ j X< i 

et X' > — i. Ainsi, toutes les équations du troisième degré qui ont trois 

racines (réelles) peuvent se ramener à celle-ci, X* 3 — ~ x — ™ ~ o, 

4 4 

dont les solutions sont 


X = CO S - t 


JT = COS 


et — 'XT. 


x — cos 


n --- J r 


Dans le cas où m est un nombre pair 2/1, l'expression (23) de cosmti 
11e contient cos m que par ses puissances paires et, en v substituant 
1 — sin®« à cos* m, elle devient un polynôme du m iime degré en sinrt 
ou, plutôt, du n iime degré en sin*«. Si l’on remplace alors, dans la 
première formule (23), cos/«« par cos <7 et sinw par x , l'équation du 
'intima (j e g r é en æ ainsi formée admet évidemment toutes les solutions 
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qu’on obtient en posant encore /«// 

11 en résulte ./■ — sin - 
simplement 


a — 2<r, ou u ~. 


tt 

r- a ■*. # r 


j n 


Xtl 


a XI? • • 

~ 4 i- sin — ^ qu'on peut écrire 


. « — r 

r “ r~ sin- 

‘xn 


puisque le nombre entier i a un signe quelconque et désigne par lui- 
même tout ce qu'exprime Or il suffit ici, vu le double signe des 
racines, que i reçoive les n valeurs consécutives o, i, 2, 3 , .... « — i; 
car faire varier i de n unités, ce serait faire varier de r. l'arc 


a — xir. 


’ et, par conséquent, changer simplement le signe de son sinus. 


A #* 

Ainsi, la valeur absolue des racines s'obtiendra par la division d'une 
demi-circonférence en n parties - « sur la première moitié de chacune 

/fc 

desquelles on mesurera un arc constant, — > inférieur à une demi** 

« 

division; les perpendiculaires, sin—abaissées des points ainsi 

obtenus sur le diamètre de base de la demi-circonférence, repré¬ 
senteront les valeurs absolues cherchées des racines. Mlles seront bien 
toutes inégales; car les divisions du second quadrant auront leurs 
premières moitiés symétriques des secondes moitiés de celles du pre¬ 
mier quadrant par rapport au rayon bissecteur de la demi-circonfé¬ 
rence. Ce ne serait que dans les deux cas extrêmes a — o, a ~ t:, oii 

les arcs -—se termineraient soit aux points de division, soit au 
■>. n 

milieu même des divisions, que les sinus construits dans le second 
quadrant seraient les symétriques et. par conséquent, les égaux de 
ceux du premier. L'équation considérée de degré 2 «, en .r ou sin//, 
a donc encore autant de racines (réelles) qu'il y a d’unités dans son 
degré. 

Si l'on avait cosc-oou la constante — vaudrait le quart 

-x 2 n 


fZ ‘T * 1 * * 

d'une division, et les arcs -- 1 ne dépassant pas - se termineraient 

7 -xn 2 

Ct •*— î f TT 

au premier quart des divisions, tandis que les arcs - — excédant le 

premier quadrant auraient mêmes sinus que ceux qui, dans ce premier 
quadrant, termineraient aux trois quarts des divisions. Ily aurait donc 
lieu de dhiser la demi-circonférence en parties quatre lois moindres 
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que les premières, ou un quart de circonférence en a« division*égale* 
~ » et de prendre pour valeurs absolues des racines les sinus des arcs 


f > / — f - « 

-.. — ip 


|/i 


se terminant au\ divisions impaires. Les racines seraient 


doue* par ordre de grandeur absolue croissante, 

. i 2/ — t in 

.r — sin ——-, 

4 « 

où l'entier j recevrait successivement les n valeurs o, i, a, 3 , .... 
n — i. 

Passons maintenant à l'expression (22) de sin mu. Comme elle con¬ 
tient les puissances impaires de sin«, elle ne se prèle jamais à l'éli¬ 
mination de sin if ~\j\ —cos*«, à moins de perdre sa forme ration¬ 
nelle. Mais on peut en éliminer co$« — \j i — sin a « clans le cas où les 
exposants m — i, m — 3 , .... qui y affectent ce cosinus, sont pairs, 
c'est-à-dire quand m est un nombre impair 2 /t -r- 1 , Alors elle devient 
un pohnôme du degré a n — J en sin «. 

Si donc, pareillement à ce qu'on vient de faire pour ta première 
formule (22), on remplace dans la seconde (22). après élimination de 
cos«, d'une part, sin mu, c'est-à-dire sm(2/i-r- i)u, par sin a, où a se 

T* 

trouvera compris entre — ^ et ~, d'autre part, sinu par .r, l'équation 

du degré 2 «H-t ainsi obtenue sera satisfaite en choisissant l'arc 
— 1 >u de manière que son sinus égale sinrt. Cela suppose soit 
( 2 n — i)uz=-.a, soit [A n—t )u supplémentaire de a ou (3/*-4- 1)1/ z-r.—a, 
soit enfin < m -r- 1)« égal à l'une ou à l'autre de ces valeur» a. n — u 
augmentées d’un nombre entier f (positif ou négatif) de circonférences 
at:. On aura donc pour .r les deux formules 


. a -■■■ 'jtirr 

r = sin - - * 

A/l — 1 


J' = «m 


- a — <xtz 

au — 1 


Mais la seconde n'est pas nécessaire; car il suffit de remplacer, dans ta 
première, f par— i-^-n, pour que l'arc 


ait. 


2 n 


deviennes 


- — a — - 

2/1 — i 


ou ait le sinus, sin 


TT —■* a 


2 tr 


9 .n 


représenté par la seconde. Gomme il 


est d’ailleurs évident qu'un accroissement de 1 égal à a« — 1 ne ferait 

■t, ft «J f, TJ 

qu'ajouter 2 r à l'arc ~ J il suffira de prendre pouri les 2 «-*-1 va¬ 

leurs f — o, f — ±: 1, i = ±: 2. ..., *=±«; ce qui donnera a/i-fi 
arcs équidistants, compris entre les deux limites et s'étendant. 





i>ar la omsiotf ou cercle. 


n* 

sur la circonférence, depuis une origine oii première extrémité 
commune, jusqu'à une seconde extrémité située, respectivement, 
dans les diverses divisions de fa circonférence qu’on aurait partagée 
enafl + t parties égales en prenant l’origine pour milieu d une di¬ 
vision. 

Les sinus de ces arcs seront généralement tous inégaux. Par exemple, 
si l’on prend « = 0, ceux qui seront compris dans le premier quadrant 

• iv 

auront la forme sin-— et ceux qui le seront dans le deuxième, en 

a/i -f- r 1 * 


• m » 

y remplaçant l’arc par son supplément r. — —— ? n—— 1 

J r r ri 2IH-I 2/l-H 

• (21 | J J 

auront la forme sin ——-—ce qui, pareille circonstance se pro- 

*X il “H* I * 


duisant d’ailleurs dans les troisième et quatrième quadrants, fait que 
les diverses racines seront données par l’expression 


cr — sin 


2 n -r I 



où l’arc restera inférieur à ^ en valeur absolue, car j pourra y recevoir 

les 2n 1 valeurs 0, ± 1, ±: a, ..., ± n. 

Les formules (aa) fournissent donc trois types d’équations, d’un de¬ 
gré m quelconque pour le premier type, pair pour le second et impair 
pour le troisième, dont les racines (réelles), en nombre égal à ce de¬ 
gré, sont représentées, dans le premier type, par les cosinus et, dans 
les deux autres, parles sinus d’arcs équidistants, que l’on construit au 
moyen de la division d’une circonférence en m parties égales. Or on 
sait que, dans toute équation ayant ainsi un nombre déracinés (réelles) 
égal à son degré, le premier membre, quand on la met sous la forme 
f(a?) = o 1 est identiquement le produit du coefficient du terme le 
plus élevé et de tous les facteurs binômes qu’on obtient en retranchant 
de la variable jc chaque racine. U suit donc de là que, si l’on pose, dans 

les deux premiers types, cos a—o ou a— ~ et,dansle troisième, sin a =0 

ou ci =: o, afin de rendre les premiers membres/(j?)des équations dont 
il s’agit identiques à ce que sont les expressions ( aa) de cos mu ou de 
$m ma quand on n’y fait paraître comme variable j: quecosa ou sin a, 
ces expressions de cas mu et de sin ma pourront être décomposées en 
facteurs (réels), du premier degré par rapport à cos u ou sin«. D’après 
les expressions des racines pour les valeurs de a indiquées, ces facteurs, 

à un coefficient constant près, seront de la forme cos«—cos —•/-—li..* , 

B. — I. Partie complémentaire. a 
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dans le premier type, de la forme 


Mnu ~4 Siu 


. ( 2 / — »)r | . 1 9 ./ * nrrir sinw 

—— ~ l ;;smi—^ i | —-- -.-» 

4 « t »" J :in ^ -rH" 

i « 


* c’est- 


sin u \ 

• J~ J 1 

sin —^—~ / 

o » » i • 


dans ie second où m ~ 2n. et de la forme sin« — sin 

1 2 n 

à-dire, sauf pour j nul, 

sin —- )/ 1 
\ « « -t- 1 /I 

\ *« 4 - 1 

dans le troisième où »i = a/*-4-i: rentier J reçoit, respectivement, 
les valeurs o, 1, 2, ..., m — 1 dans le premier cas, 0,1 , 2, ..., /1 — 1 
dans le deuxième et o, ± i, :+: 2, ..., dt/i dans le troisième. 

Obtenons complètement, en vue d’une recherche ultérieure impor¬ 
tante, les formules de cos 2nu et de sin(a« 4 -i)« que donnent ces 
décompositions en facteurs. Si nous y appelons respectivement A, B 
les produits du coefficient du terme le plus élevé par les facteurs con¬ 
stants de 1 a forme 


. («/•+» 1)15 
sm ou 


4 » 

évident des autres facteurs donnera 

sin 4 u v 

cos 2 nu 


% 

sin ~— 1 — 
•an 4-1 


un groupement 



sin*// 


310(2/1 h- i)« = B sinw^i 



[ sin *u 1 

sin* u \ 
sin*—^— ) 

/ sin*// \ / sin*w \ 

\ 'U14*I / \ 2/14-1 / 

Enfin les coefficients A et B se déterminent le plus simplement pos¬ 
sible en faisant tendre u et, par conséquent, sin u vers zéro. L’expres¬ 
sion de cos2 nu tend vers A et, comme cosann devient coso = 1 à la 
limite, on doit avoir A = 1. Quant à l’expression de sin( 2 n 4-i)«, 

son rapport a sin «, savoir —■-> tend de meme vers B. Or, si 

l’on considère le sinus d'un très petit arc quelconque a, on peut le re- 



de tomnu %f dk i)t*. rg* 

garder comme l'accroissement qu’éprouverait la fonction sins pour 
l'accroissement a de la variables supposée d’abord nulle; et le rapport 

ÎIÎÎ-? vaut par suite, d'après une formule du n° 10 (j>. 35 ), la dérivée 

cos5 prise pour une valeur de z intermédiaire entre zéro et *, dérivée 
qui croit jusqu’à i quand a tend vers zéro. Ainsi le rapport du sinus 
à l’arc vaut presque ï et peut être exprimé par r — « si £ désigne une 
très petite quantité positive s’annulant avec î’arc. Remplaçons donc 
sin(2/i 4 - 0 u par (2n H- i)u (i — e) et, de même, sin« par i/(i — £ t )> 
oii e, sera une quantité analogue à t. Nous verrons alors que le rapport 

sin(2#» -t- i)u veps % n il ce qui donne B — 2 /t-t-i. Et les for- 
mules de cos 2 ««, sin(a« 4 -i)// pourront s’écrire 



On sait d’ailleurs que, si l’on effectue les multiplications des seconds 
membres et qu’on ordonne les deux résultats suivant les puissances 
ascendantes de sin«, puissances patres pour la première formule et 
impaires pour la seconde, les coefficients des divers termes devien¬ 
dront identiques à ceux des seconds membres des formules (22) ott 
l’on ferait m égal respectivement soit à 2«, soità 2/1 H- 1 et oîi l’on rem¬ 
placerait cos 4 « par 1 — sin*w en effectuant de même les calculs. Or il 
suffira de barrer des expressions (22) et (23 ) de sium// le facteur com¬ 
mun m sin// ou (an 4 -1) sin//, pour que tous les seconds membres de 
(22) et ( 23 ) contiennent comme unique variable (—sin 5 //). Si donc 

on appelle celle-ci s, ou mieux ~ > afin que les coefficients restent finis 

quelque grand que m devienne, il y aura évidemment identité entre 
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ïes polynômes en z que donneront, une fois ces multiplications faites, 
les seconds membres de (» 3 ), et les produits effectués des facteurs du 
premier degré en z contenus dans les seconds membres de (î* 3 ). L’ex¬ 
pression de cos*« étant i -r- ^ et m valant soit a ai, soit a/< -+- i, les 

identités eu question seront, après des réductions (dans chaque terme) 
évidentes, 


/ * \* / i \ / * V " 1 -s 

\'+ in*)^\ l xn) \* 4»V i - :» 

.!)(,_ ±)(,+ * + ... 
\ a/»/\ a«/\ js«/\ 4*7 i.a*3.4 

t 





4«*sin* 


3 r: 
4 n 


<* 4 > 


( “—h) [ 

+ (‘-î^)('“ïïïlrï)f , -(-^Tô 5 ] Û 

-4- (,- '—) (t -?_) (. - -2_) (,-<_) 

\ 'in-rr/\ art-+-i/\ m-»-1/\ a/tn-i/ 

r al»-* j* 

x (^T^Ti7 J . j .î; 1 .5 + ■ 

[ (■.« •+• > 4 **'”* ~7 ] [ <*» - ■)* *m« ^r; J 

xf.-t- -» 

L onin.^J 


On remarquera qu’en supposant, pour fixer les idées, la variable - 
positive, tous les facteurs des seconds membres sont positifs, dans 
chacune de leurs parties, et aussi tous les termes et facteurs (va¬ 
riables) des premiers membres. De plus, si n grandit indéfiniment, 

les facteurs + (' + { n i)’ '> •••> el [' 

[ i _l --—- s ... ne modifient ïes termes des premiers meni- 

(**-hi)*J 

bres que dans un rapport insensible à la limite; car, en appliquant 
au premier d’entre eux, qui est le plus grand, la formule ( 3 ) de la 
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dernière Leçon [p. 4 o], on trouve pour sa valeur 


aï* 


expression dont la limite est l’unité. Par conséquent, les premiers 
membres de (a 4 )> quand z est positif, tendent, à mesure que n gran¬ 
dit, à ne pas dépasser respectivement les deux expressions 


"“H* • • » } 


2.) _fL 

\ 2 / 1 / 1.‘2 \ 2 / 1 / \ 2 «/\ un/ 1 . 2 . 3 . 

“ITb7)o 

+ (, - - —)(i- -—)(< -—)f.-- 4 —) -£r 

\ 2/1 -f-1/ \ î/îti/ \ un-r-i/\ un -+-1/ 2.3.4. 


* « * j 


expressions très peu inférieures, dès que n est considérable, aux sé¬ 
ries convergentes 


(■>. 5 ; 


3* 


1.2 1.2*3.4 


-jî 


F -P 


2*3 2.3.4,5 . 


qu’elles atteignent évidemment à la limite. Et non seulement les va- 
leurs totales des premiers membres de (a 4 ) tendent ainsi vers (a 5 ), 
mais encore, dans ces premiers membres de (24)» supposés ordonnés 
suivant les puissances ascendantes de z, les coefficients s’approchent, 
en nombre de plus en plus grand à mesure que n grandit, de ceux de 
( 25 ) ; car, en développant par la formule du binôme les facteurs comme 



on voit que les coefficients des diverses puissances de s y 


sont tous rendus extrêmement petits par le dénominateur «*, élevé 
partout à une puissance dont l'exposant égale le nombre des facteurs 
n t n — 1, n—2, ... des numérateurs; ce qui annihile bien, à la 
limite, les fractions correspondantes et les parties de coefficients en 
provenant dans les deux séries que forment alors les premiers membres 
effectués de (24 )* ^es parties n’ajoutent rien de sensible, quant à la 
grandeur absolue, même aux coefficients très éloignés, où elles s’ac¬ 
cumulent en nombre immense; car, toutes étant positives, leur somme, 
si l’on fait r, sera justement, dans chaque série, ce que la valeur 
même de la série gagne à leur présence, quantité dont on a reconnu 
l’annulation. Ainsi, les produits effectués des facteurs composant les 
seconds membres de (24) tendent, tant dans leur ensemble que consi¬ 
dérés terme à terme, vers les deux séries convergentes (20), lorsqu’on 
y fait croître n indéfiniment. 
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21*. — Développement» de co»# et de sin^ en série. 

Comme on a remarqué tout à l’heure (p. 19*) que le rapport d’un sinus 
à son areu tend vers Tunité ou que sin« comporte l’expression algé¬ 
brique u (avec une approximation relative indéfinie) quand «devient 
assez petit, les formules (22) et ( 23 ) [pp. n* et 19* J permettront 
d’exprimer algébriquement, sous deux formes différentes et d’une ma¬ 
nière aussi approchée qu’on le voudra, le cosinus et le sinus d’un arc ce 
quelconque, de même que la formule ( 3 ) de la dernière Leçon (p. 4 °) 
nous a fourni l’expression algébrique indéfiniment approchée ( 4 )[p. 4 «] 
de la fonction exponentielle. Il suffira, pour cela, d’y partager l'arc# soit 
en un très grand nombre pair m = 2/1, soit en un très grand nombre 

impair m = an -+* t, de parties u = “• » et de remplacer alors sin« par 

u = — dans les seconds membres de (22) ou de ( 23 ) réduits à ne plus 

dépendre que de siti«. Voyons ce que donnera ce procédé à la limite, 
ou quand m grandira indéfiniment. 

Commençons pàr les formules (22). D’une part, les facteurs comme 
cos**«, cos m “‘ 11, ... y tendront tous vers l'unité ; car ils sont infé¬ 
rieurs à 1 en valeur absolue, et celui qui l’est Je plus, cos"‘«, deveuu 

m 

— sin*~^ » pourra s’écrire sensiblement, d’après la formule ( 3 ) 
[p. 4 <>] de la dernière Leçon, 1 — ~ sin* ^ ou encore, à fort peu près 

t * J //J 

(en remplaçant le sinus de ~ par son arc très petit), 1 ~ — 1 quan¬ 
tité qui tend vers l’unité lorsque m grandit. En réduisant donc cos« 

à r. sin u à —> et —--» ~. ... à l’unité dans un nombre de 

* m tn ni 

termes des seconds membres de (22) de plus en plus grand à mesure 
que m grandit, on voit que ces termes conduisent respectivement 
aux deux expressions 

X* # .r 3 x* __ 

1 C’A - 1.2.3.{ 1.2.3.{.5.6 1 f.2.3 1.2.3.(.5 

Et quant à ceux qui se trouvent plus éloignés dans les développements, 
comme, en valeur absolue, les facteurs cos« y sont moindres que 1, 

les facteurs sin u ou sin — moindres que — et les facteurs 1 — 

ni 1 ni tn m 

1 -—, ,,, inférieurs à l’unité, ces termes n’atteignent pas, toujours 

ni 




DÏ8 FQXCÏJOXS COS .Z ET SIX J?, 

en valeur absolue, les termes analogues de la série 


X X* x* 

J - fr. » m — » •*• »-!■. ■ — ' » 

i i.a ' i.a.3 


~e x > 


;* 3 * 


qui comprend tous ceux des deux séries précédentes. Or on sait que 
les termes de celle-ci, très éloignés, pris avec un même signe et en 
nombre aussi grand qu‘on veut, ont une somme tendant vers zéro 
quand Tordre du premier d’entre eux s’élève de plus en plus. Donc, 
les seconds membres de (22) donneront, à ta limite, 


(26) 


| cosjt — 1 — 

i . t 

| sinar =3 y > 


— -..... — .... 

i.a i.t.S.î 

Æ* 3 » x* 

1.2 .3 1.2, 3 . 4*3 


« « 


On voit par là que les deux fonctions cos# et sin.r, développées en 
séries convergentes procédant suivant les puissances entières et ascen¬ 
dantes de l’arc, contiennent, la première, tous les termes de degré 
pair et, la seconde, tous les termes de degré impair du développe¬ 
ment analogue de l’exponentielle <?*, mais que ces termes y sont af¬ 
fectés alternativement des signes et —. C’est ce qu'on aurait 
trouvé un peu plus directement en partant de la formule symbolique 
(21), qui implique les deux relations (22), et en y remplaçant, d'après 

la démonstration précédente, cosu par 1, sin u ou sin — par^» On 

aurait eu, à cause de mu = x, 

(27) COS J? -h y —ï siûÆ* — |^I -r 

Or, vu la formule ( 4 ) de la dernière Leçon [p. 4 a]> cette expression 

de cos jt- hv—1 sinise confond avec ce que devient le développe¬ 
ment de e* suivant les puissances croissantes de x quand on y substi¬ 
tue j? y 1 — i à x et, par suite, quand on y sépare en deux séries di¬ 
stinctes les termes de degré pair et les termes de degré impair, en 
faisant alterner les signes -f* et — pour chaque catégorie de termes. 

Le.» séries (26) sont respectivement, comme il le fallait, l’expres¬ 
sion d'une fonction paire et d'une fonction impaire; de plus, chacune 
de ces deux séries a bien l’autre pour sa dérivée, au signe près quand 
il s’agit de la dérivée de cos.r (M. 



f j,'. ni 

(*) L’analogie de la formule (37) avec la relation e r m lïm ( t — ) 
chercher si l’on arriverait à celle-ci par une voie analogue, en supposant 


invite à 
, comme 



DÉCOMPOSITION, EN FACTEURS, 


a 4 * 


22*. — Décomposition do cos* et de eût# en facteurs; 
formule de Wallis, etc. 

Voyons maintenant ce que donnent les formules ( 23 ) lorsqu’on y 

fait de même u — — ou « — ——— et que n grandit indéfiniment. 

Comme ces formules (a 3 ), combinées avec les précédentes (aa ) de¬ 
venues maintenant (26), ont été reconnues l'équivalent des identités 
(a 4 )> nous pouvons étudier celles-ci au lieu de (a 3 ) et y faire grandir 
n. Nous savons déjà que leurs premiers memhres deviennent alors 
respectivement, à la limite, les deux séries ( 25 ), non seulement par 
leur valeur totale, mais même considérés terme à terme après avoir 
été ordonnés suivant les puissances ascendantes de z. Or, si, dans les 
seconds membres de (24 )j nous prenons d’abord les «premiers fac¬ 
teurs, en nombre indéfiniment croissant à mesure que n grandit, mais 
tous assez peu éloignés, relativement à l’ensemble des autres, pour 
que les sinus figurant à leurs dénominateurs soient très petits et puis¬ 
sent être remplacés par leurs arcs sans qu’il en résulte des erreurs 
sensibles dans le produit des < facteurs dont il s’agit, ces produits se- 


point de départ, le nombre e choisi de manière que, pour x — o, la dérivée de e* 
se réduise à l’unité. C’est ce qu’on reconnaît de suite. Les formules (ai) ou (m) 
étant remplacées, dans le cas de la fonction exponentielle, par la relation simple 
e n,u ~ (e u )", on a, en posant mu — x t (e*)'*. Or le rapport de l’accroisse¬ 
ment, e“—1, qu’éprouve la fonction exponentielle quand sa variable va de zéro 
à «, à l'accroissement simultané très petit u de celle-ci, ne diffère de la dérivée 
admise, 1, de la fonction pour u — o, que d’une très petite quantité s. On a donc 
e *> — 1 = «{h-i), ou 

x(î -h O 

e"=H-«(iTi)=»-f 

ni 


X 


expression très sensiblement réductible à la forme algébrique 1 *+- —» comme 


l'était sin u à — • Il vient, par suite, 
nt 


. . f .r(i H- î) 1°* 


Posons m = et, en observant finalement que la formule ( 3 ) (p. 4 ») 

donne, à fort peu près, (1 4 - 1 -4- tx t c’cst-à-dirc 1 à la limite, nous au- 

f X / X \"*j/ X \"V .. / . X \**t , 

bien e"=(. + ni j = mj m) (l>our 


rons 
m t infini). 
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aï* 


roui respectiveinent 


<* 8 ) 


<f) 



r. +r - 

\ w 

\ 9 W 


L (*«■ 

et 

/ z \, 

/ z \ 

( * \ / 

p . Z \ 



I 14- ®**/ \ 



4 * 


4 


Ordonnés suivant les puissances de z, ils ne donneront évidemment 
pas des développements ayant leurs coefficients aussi forts que ceux des 
séries (a5); car, pour obtenir, à la limite n— oc, ces coefficients des 
séries (a5), il faudrait (comme on fa vu à la fin du n® 20*, p. ai*) 
multiplier encore les expressions (28) développées, dont tous Jes 
termes et même toutes les parties de terme ont le signe 4 -, par le 
produit des n — 1 derniers facteurs des seconds membres de ($4), 
produits affectés également dans toutes leurs parties du signe 4- : or 
l’effet de ces multiplications serait évidemment d’augmenter les coef¬ 
ficients des diverses puissances de s. 

Mais il est aisé de reconnaître que les augmentations dont il s’agit 
là seraient trop faibles pour accroître dans un rapport appréciable 
aucun terme sensible de la série, c’est-à-dire aucun terme d’un rang 
déterminé (ne s’élevant pas sans limite à mesure que n grandit). En 
effet, supposons, pour fixer les idées, s > o, de manière que tous les 
n — i facteurs en question non compris dans (28) soient supérieurs à 
l’unité; et considérons, par exemple, ceux de la seconde formule (« 4 b 

ou de la forme 14-—-*-- • Le sinus qui y figure a avec 


(an -ni)* sin* 


n *+■ 1 


J 1 ^ 

son arc (toujours moindre que un rapport supérieur à car le 

7 » m 

rapport d’un arc positif, moindre que j i à son sinus, croit avec cet 

arc ( ! ) et atteint sa plus grande valeur, -, au moment où le sinus vaut 

1, Si donc, dans le facteur binôme considéré 1 4 - - - - jz — » 

(ü/i-ri; 5 sin* —aLU— 

/ y/ t -, 1 


p) On le reconnaît en observant qu'un pareil rapport ^ a sa dérivée, 


sinjr 


x COSJ? 


sin 1 


—, positive si son numérateur siax — .rcos# lest : or il l'est en 

effet, car il s'annule pour x — 0 et grandit de x o à x — ï:, vu que sa propre 
dérivée se réduit à x sinar et est positive entre ces limites. 



3Ô* 
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nnH 1A /l/l /If /l/i IVai/i J 


c’est- 


on remplace sin - — par le produit de - et de Tare ~— 

1 An- r* i 1 r îî ■*/* 

« 

à-dire par ' » le dénominateur deviendra plus petit et, par suite, 
le facteur binôme lui-même aura été augmenté. Ainsi, ce facteur se 
trouve compris entre i et H- - - â » Or, en comparant cette limite su- 

É» 

* M - —- 

périeure i T oj au développement de e v > 1 par 1 a formule (r 3 ) [p. 5 o] 
4y* 

où l’on poserait .“. x > on voit qu’elle est moindre et que, par 

V 

conséquent, le facteur binôme en question se trouve compris entre i 

s 

et e v A Les n — i facteurs très éloignés multipliés ensemble donneront 
donc un résultat compris lui-même entre l'unité et le produit des ex- 

s 

ponentielles de la forme produit qui est une nouvelle exponentielle 

ayant pour exposant - -t- .. . j ♦ Or celle-ci, où i 

grandit indéfiniment avec /s, tend vers zéro par suite de la conver¬ 
gence, reconnue plus haut (p. 9), de la somme des carrés des in¬ 
verses des nombres entiers. Donc le produit de tous les facteurs bi¬ 
nômes très éloignés dont il s'agit converge vers 1, puisqu’il est compris 
entre l’unité et un nombre dont le logarithme tend vers zéro. Et il en 
serait de même, dans le cas de la première formule (a4)> du produit 
des facteurs très éloignés, qui conduirait comme limite supérieure à 
une exponentielle où e aurait en exposant z multiplié par la somme 
des inverses des carrés impairs (ai-f- »)*, (a* h- 3 )*,.,., somme évi¬ 
demment inférieure à celle, déjà évanouissante, des inverses de 
(ai -f-t)*, (ai-h 2)*, (ai -+■ 3 )*,.... 

Ainsi, tandis que les premiers membres des formules (a 4 ) tendent 
vers les expressions convergentes ( 25 ), les seconds membres devien¬ 
nent les produits (a8), où i grandit san9 limite : et, de plus, la multi¬ 
plication effective des facteurs (28) donne, à mesure qu’on en accroît 
le nombre, des polynômes ayant leurs coefficients de plus en plus voi¬ 
sins de ceux des expressions (a 5 ); car ta multiplication ultérieure de 
ces polynômes par les n — i facteurs plus complexes dont il vient 
d’être parlé ne pourrait, lorsque i a crû suffisamment, ajouter encore 
quelque chose de sensible au coefficient d*un terme de rang déter¬ 
miné, terme ayant, par conséquent, une valeur assignable, sans aug¬ 
menter sensiblement aussi cette valeur et, par suite, la valeur même 
du polynôme correspondant, ce qui est impossible d’après la démon¬ 
stration précédente. Il n'y aura d’écart relatif notable que pour les 
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coefficients de termes très éloignés, d'un numéro d'ordre indéfiniment 
grandissant avec i; et, même pour ces coefficients, qui deviennent de 
plus en plus faibles, l'écart absolu tendra vers zéro, puisqu'ils y ten¬ 
dent eux-mêmes. 

On peut donc remplacer, à la limite, les identités (a 4 ) par celles-ci 
très simples ,* 


<>$) 



* 2.3 


s* 

2 , 3 . |.5 


i i * 






Rien m'empêche d’ailleurs d'y attribuer à $ des valeurs négatives; 
ce qui, revenant à prendre les termes des séries avec des signes di¬ 
vers, mais les mêmes pour de mêmes puissances de z, accroît la con¬ 
vergence tant des premiers que des seconds membres (développés) 
de (29), sans altérer leur identité, à la limite. 

Or il suffit d’y poser z —— x* pour que les premiers deviennent, 
l’un, l'expression (26) de cosj?, l’autre, multiplié par .r, l'expression 
(26) de sino*. Donc, en substituant à ces premiers membres, dans 
cos j? et sînjr, les seconds, on aura les formules suivantes, qui donnent 
cos j* et $in*r sous la forme de produits d’une infinité de facteurs : 


( 3 o) 


( cos , 

^ \ *• / \ 

/ s'tnx = 2* (t — * ) ( 




{21 




Contentons-nous de tirer à présent deux conséquences des formules 
( 29) et ( 3 o). 

1» Identifions, dans les deux membres de chaque formule (29), le 
coefficient du terme du premier degré en z f coefficient qui est, pour 
les premiers membres, } et tandis qu'il égale, par l’efiecluation des 
produits indiqués aux seconds membres, 



1 

1 



1 i 1 

4 y 





& 

Il viendra 


FOtlHÙfcB B& WAJM9* 


(3t) 


iî 

U 


I 

9 

I 


I 

i 


i 

...•+• ;— r- -■ Hh • . « =* 

(a< — ij* 


i 

t* 





Ainsi, la somme des inverses des carrés de tous les nombres impairs 
vaut te huitième du carré du rapport ~ de la circonférence au diamètre, 
et la somme des inverses des carrés de tous les nombres entiers à partir 
de t vaut le sixième de ce même carré de r. On en déduit que la pre¬ 
mière de ces sommes égale les f ou les f de la seconde : résultat qu’on 
aurait prévu aisément, car cette première somme, excédent de celle 
des inverses des carrés de tous les nombres entiers sur celle des in¬ 
verses des carrés des nombres pairs, peut s'écrire 


fi i i \ / 1 . i i 

\i* ^ a* 3* ‘ * */ \a* ^ 4* 6* 

ou bien, en mettant en évidence, dans tous les inverses des carrés des 
nombres pairs, le facteur commun | et puis réduisant, 




a* Faisons, dans la seconde formule ( 3 o), j? = J > sin# = i. Si nous 

TT 

divisons alors les deux membres par nous aurons 


l -h) 4 «'») 

et, en décomposant chaque facteur binôme i — en ~ 


ai— i * 4 -i 
•a i * 


(3 a) 


a _ ï 3 3 5 ï ; af 

« “ 2 2 .j J 6 <> 


a i 


t ai *4* i 
Ai 


Nous retrouverons plus loin, dans le Calcul intégral, cette formule 

remarquable (due à Wallis), qui, renversée, donne - comme produit 

d'une infinité de facteurs commensurables. Si, sous sa forme ( 3 a), on 

• 

l'arrête â un facteur très éloigné» puis qu’on divise son premier 

’A I 

membre par af et son second membre par af-bi, mais en introdui¬ 
sant en outre dans le premier, pour le rendre rigoureusement égal au 
second, un facteur correctif, (t — s) 4 , d'autant plus voisin de î que i 
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sera plus grand, U viendra 

(f _ fi 3 5 a * — A* 
ri " " U 4 6 a« / * 


et, en changeant les membres de place après extraction de leurs ra¬ 
cines carrées, 


(33) 


I 3 5 

a 4 5 


at — r 

su 

i 3 5 


i — î ( 

/r* * 


i 3 ^5 £ 

ce qui indique, pour le produit - - ^ long à calculer quand 

i est très grand, la valeur simple, alors approchée (ou ne comportant 
qu’une fort petite erreur relative ), 


i 

r.i 


23 *. — Des fonctions hyperboliques. 

Nous avons vu les belles propriétés du cosinus et du sinus résulter en 
grande partie de ce fait, que chacun d’eux est la dérivée de l’autre par 
rapport à Tare, sauf un changement de signe lorsqu’il s’agit de la dé¬ 
rivée du cosinus. Or il est clair que le même fait, sans ce changement 
de signe, se présentera, et devra entraîner des propriétés analogues, 
dans les deux fonctions qui auront les mêmes développements en série 
(a6) que cosx et sinx, mais avec leurs termes tous du même signe 4-. 
Ces deux fonctions s’appellent respectivement le cosinus hyperbo¬ 
lique et le sinus hyperbolique de Y arc je* Leurs expressions en série 
sont donc 

x* jr* 

| - Hr~--—- -f- , 

1.2 1.2.3.4 

X J? 5 

m "T— n m . I™ ' .... 

I 1.2.3 1.2.34.5 

Si l’on observe qu’elles contiennent, la première, tous les termes 
communs aux deux développements de e* et de e~ x t la seconde, tous 
les termes de e* qui acquièrent signe contraire dans e~ x , on pourra 
leur donner également les formes finies 

(35) coshx = *(«■** -4- sinhx = ](«■* — c ~ x ). 

Sous chacune des deux formes ( 34 ) et ( 35 ), on reconnaît aisément, 
en prenant leurs dérivées, que l'une quelconque de ces deux fonc¬ 
tions est bien la dérivée de l'autre. 

Pour x — o, leurs valeurs et leurs dérivées sont les mêmes que dans 
le cosinus et le sinus ordinaires. Mais, les termes de leurs développe- 


( 34 ) 


coshx 

çinhx 
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ments ( 3 $) grandissant évidemment avec x en valeur absolue et avant 
tous môme signe, ces fonctions s'éloignent indéfiniment de zéro en 
même temps que x> tandis que, dans le sinus et le cosinus ordinaires, 
les changements de signe cfun terme à l’autre empêchent les séries 
de dépasser la valeur absolue i et rendent possible leur périodicité. 
Le cosinus hyperbolique, fonction paire, grandit de i à x quand x va 
de zéro à ±x, et le sinus, fonction impaire, grandit de — oc à zéro, 
puis de zéro à ~r x, quand x croît de — oc à zéro et de zéro à 4-oc. 

Voyons ce que deviendront dans ces fonctions les diverses propriétés 
des sinus et cosinus ordinaires. Et d’abord, si l’on désigne par u la 
variable, les carrés cosb* u et sinli 1 » auront tous les deux pour déri¬ 
vée 2 cosh// sinli //, en sorte que leur différence sera invariable et 
égale à sa valeur pour « = o (alors que le cosinus vaut 1 et, le sinus, 
zéro). Ainsi, la relation (ï6) [p. 58 ] sera remplacée parcelle-ci 

( 36 ) cosh*//— sinh* u = 1, 

qui montre que la différence entre le cosinus et le sinus, égale à 1 
pour « = o, s’atténue à mesure que u grandit; car ces deux fonctions 
croissent alors toutes les deux sans que l’écart existant entre leurs 
carrés augmente. 

De même, quand la différence // — v sera constante, les expressions 
cosb u cosb p — sinh « sinli v et sinli u cosb v — cosb « sinh p auront 
leurs dérivées nulies et garderont constamment leurs valeurs relatives 
au cas où p o et où u vaut la différence donnée u — c; de sorte que 
les formules (17) et (18) [pp. 7* et 8*] subsisteront, à part le change¬ 
ment de signe du dernier terme dans la première. Et, en mettant — p 
au lieu de p, il viendra, pour tenir lieu des formules (19) [p. 8*], 

( j ^ { cosb ( « p ) = cosh « cosh p -h sinh u sinh p, 

I sinh (tt + p) - sinh u cosb p «4- cosh w sinhp. 

On en déduirait des formules analogues à celles de la Trigonométrie 

pour cosh 2 w, sinh2//, cosh -> sinh ..., et même pour la tangente 

hyperbolique de la somme de deux arcs (rapport du sinus hyperbo¬ 
lique de cette somme à son cosinus hyperbolique, comme on verra 
bientôt). 

Les propriétés ( 36 ) et (87) se vérifient d’ailleurs directement en 
substituant à cosh», sinh//, coshp, sinhp, et à cosh(//-4-v), 
sinh (<r-M*)i leurs valeurs sous forme fi nie -{-(e 1 * -+-<?--«), J(e*—e~*), .... 
L’effectuation des multiplications indiquées montre aisément l’égalité 
des deux membres dans chaque formule. 



tKL'H DÉCO»POSITION EN FÀCTBCrt», ETC. Si* 

Par âiiite, la relation symbolique (ao) [p. i r*] deviendra beaucoup 
plus simple, vu qu'on n'aura pas à s'y préoccuper de changements de 
signe, et elle pourra s'écrire 

t cosli sinb ( « -f- v - 4 -... » 

^ j = (coslm-r-sinli«)tcoshv-r-sinhp). 


où il suffira de grouper, dans le produit des facteurs du second 
membre, d’une part, les termes qui auront en facteur un nombre pair 
de sinus, pour en faire l'expression du cosinus hyperbolique de la 
somme u 4* r -+- » «., et, d’autre part, les termes affectés d'un nombre 
impair de facteurs sinus, pour en former l’expression du sinus hyper¬ 
bolique de u -h r -H .... En conséquence, les cosinus et les sinus des 
multiples d’un arc seront encore exprimés par les formules (22) 
[p. 11*], mais où tous les termes auront le signe -K 
Enfin, les relations (29) [p. 27*], en y faisant z~x t > donneront 
évidemment, si J’on multiplie la seconde par æ*, 


cash# 


( 39 ) 


=^îj (' -"fiî)(' ^ é^î)—[' ■*■ i ïTî-i',^] 


a 5 r 1 , 

I s,ni.» = * (1 - p) (> + ^i) (> + • • • ( 


(t* 


) * * • • 


Telles sont les expressions du cosinus et du sinus hyperboliques dé¬ 
composés en une infinité de facteurs, tous du second degré et essen¬ 
tiellement positifs, à l’exception du premier æ de la seconde fonc¬ 
tion. 

Par analogie avec la tangente ordinaire tang u = et avec la 

vU 3 Ci 

cotangente ordinaire col u ™ on appelle tangente hyperbo¬ 

lique le rapport du sinus hyperbolique au cosinus hyperbolique et, 
cotangente hyperbolique, l’inverse. On a donc, notamment, 


( 4 °) 


tangh u ™ 


sinht/ 

cosha 


ftU _ (*~~n 

fiU "_j_ e -« 


U fl 1 
„ , , , 
I 1.2.J 

, /S . 

I -1-. 

1.2 


La dérivée du quotient constituant le second membre est, d'après une 

règle du n® il, — ■ c’est-à-dire, simplement, * si 

l’on tient compte de la relation ( 36 ). Ainsi, «ne tangente hyperbolique 
a pour dérivée Vinverse du carré du cosinus correspondant , 
tout comme une tangente ordinaire. Cette fonction, la même pour 
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jfrro que la tangente ordinaire et ayant de plus à ce moment la même 
dérivée que celle-ci, varie donc, comme elle, dans le même sens que 
sa variable, puisque les dérivées de Tune et de l’autre tangente sont 
essentiellement positives. Mais, à l’inverse de ce qui arrivait pour la 

tangente ordinaire, qui prenait, de u —— jj à u= toutes les valeurs 

entre — oo et *+• oc, elle ne croît que depuis —* i jusqu’à -h i quand sa 
variable grandit de — » à -t- oo. On le voit le plus simplement pos¬ 
sible en observant, d’une part, qu’elle est fonction impaire de u et, 

d’autre part, qu’on peut l’écrire — - ou bien, en multipliant par 

e~ u les deux termes de la fraction, ■ , expression qui se réduit 

à l’unité pour la valeur, u = «s, annulant e~ ,w . 

On peut donc prévoir que le rapport de la tangente hyperbolique 
à l’arc, rapport égal à i, d’après le dernier membre de (4°)» à la li¬ 
mite u— o, décroîtra de i à zéro quand la valeur absolue de l’arc 
croîtra de zéro à l'infini. Et, en effet, si l’on prend la dérivée de ce 

rapport > on trouve successivement, abstraction faite du dé¬ 

nominateur positif «*, 

u , m — sinhucoshu (au) ~ $inh(2«) 

colPS - UDgh “ =-E 5 iEï«--- icosh»» ' ’ 

expression dont le signe est celui de l’excédent d’un arc 2« sur son 
sinus hyperbolique. Or la formule ( 34 ) } en série, d’un sinus hyper¬ 
bolique montre que le rapport du sinus à l’arc grandit avec la valeur 
absolue de celui-ci et dépasse l’unité dès que l’arc n’est plus nul. 
Donc l’expression (a«) — sinh(aw) est négative quand u est positif, 

et le rapport “ > ayant alors sa dérivée négative, décroît à me¬ 
sure que u grandit ( l ). 


(•) Il en est autrement du rapport,la tangente ordinaire à l’arc; ce 
rapport grandit avec la valeur absolue de l’arc «, au moins tant que u n'atteint 


tangn 

u 


mm 

pas un quart, —> de circonférence. En effet, si l’on considère le rapport 

•È 

égal encore à t pour « très petit, et qu’on en prenne la dérivée, celle-ci, abstrac¬ 
tion faite du dénominateur a 1 , est 

(an) — sin(a«) 
cos* u 


u 


tangw ~ 


« — stn u cos « 


cos 4 « ” ° " cos 4 # 

et elle se trouve positive, comme l’excès de l'arc nu sur son sinus. 
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ài*. — Des exponentielles imaginaires. 

Les formule* ( * 0 ) [p. * | nous ont donné, d’une part, les deux 

fonctions coix et ,nr 1 en y posant z d'autre part, les deux 


fonctions coslix* et » en v posant z On passe donc des 

fonctions hyperboliques cosinus et sinus, demi-somme et demi-diffé- 
rence de deux exponentielles comme e x i e aux fondions circulaires 
de mêmes noms, par un changement de sigue du carré de lu variable 
dans les séries ( 34 ) et (*.î(>) exprimant ces fonctions, c'est-à-dire par 

la substitution de w\ — t à .r, d‘après le sens expliqué plus liant 
(p. io*) du symbole y'— i. 

Ainsi, l'introduction d'imaginaires de la forme « — 0 \ — i, à la 
place de .r, dans les séries (1 3 ), ($6), ( 34 ) exprimant e x , co*.r, sinx, 
i:o>h.r, sinhx, peut être utile, puisqu’elle ramène les fonctions cir¬ 
culaires aux fonctions hyperboliques et, par suite, aux exponentielle*. 
C'est pourquoi l'on a été conduit à appeler exponentielle imaginaire. 
et cosinus, sinus, cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique cl'un arc 

imaginaire a — b \ —1, les expressions symboliques, de la forme 

I' -r Q v — * » produites par la substitution de a — b\ — ï à x dans 
ces séries respectives. 

Les deux parties réelles P, O, qui y figurent, se trouvent, d'ailleurs, 
parfaitement déterminée*. Soit, en effet, c le modula de a — b y—1 

(racine carrée positive de a* b*) et 0 son argument ^arc, compris entre 

— ït et r, dont le cosinus vaut * et le sinus a - b\ — 1 11e sera 

autre que a fcosO --y — 1 *inû) et sa puissance«**“", en y appliquant 

la formule de Moivro, s’écrira p n (cos«0 -f- y — i sin/zf^. Donc au¬ 
cune des deux expressions réelles, s rt co$«Q et p w siu/*0, four nier par 
cette puissance, 11e dépasse s* en valeur absolue, et, par suite, les 
restes des séries considérées P, O seront inférieurs à ceux des séries 
qu'on obtient en remplaçant ..r par p dans les proposées ( 10), (;>.l>), 
( 34 ) dont ou prendrait tous les termes positivement. Comme cette 
circonstance ne les empêche pas d’être convergentes, il en sera bien 
de même de P et Q. 

Toutes les propriétés qu'expriment la relation fondamentale 
e H e i 'i=2e n ” v et les formules (i(V), fit)', tao), (aa). etc., ou celle* qu'un 
en déduit. s'étendent à ces expressions 

H. -- t. Partie complémentaire. J 



EXTûXENTiELlES, COSHST* ET RIXITS IWAGIVAHIES. 


Kappolous, pour le démontrer, en faisant d'abord abstraction <îe> 
foliotions hyperboliques, combinaisons évidentes d'exponentielles, 
que le» séries considérées ( 13 ) et (■<(>) résultent des formules (4 ) 
| p. VU «ît (37), où m e»t un exposant entier et positif que Ton prend 
de plus en plus grand. Autrement dit, les fonctions exponentielle, 
cosinus et sinus sont définies de la manière la plus générale par les 
formules 


f .T ^ 1,1 t T %/ - I \ flt 

- (' m ~) = fa **~V- 


qui font d’elles, en quelque sorte, des expressions algébriques en* 
tiéres. comportant le plus simplement possible l'introduction d élé¬ 
ments de la forme a -t- b \'— i, puisque ce n'est qu’à la fin des com¬ 
binaison» ou calculs qu’on prendra m — <k dans les résultats. Cela 
posé, en multipliant par les règles de l'Algèbre e tt et e v ainsi défini», 
il vient 



où le dernier membre se réduira bien, évidemment, à e n ~ v quand on 
rendra m infini. Ainsi la relation e a e v ~ e“ m *' v est générale: et il va sans 
dire qu'on en déduit de suite e u e v e iv . .. c u e~ tt “ e* = i , 

(<?'*)" e nu si n est entier, etc. 

D'autre part, la seconde formule (41 ), dont le premier membre 

peut, vu la première ( 40 s s’écrire W et où cosj', sin.r sont res¬ 
pectivement une fonction paire et une fonction impaire, équivaut aux 
deux suivantes, 


( 4} ) -1 =3 cosâr —- yf— 1 sin x, e ■-** 1 — eosr —• / — 1 sin.r, 

qui, ajoutées ensemble ou retranchées l'une de l'autre, donnent 

( 14 ) cosæ*= j(e r v |, --i-r-e~*v J - t), yj —1 sinaî =— e~ x \ -*), 

et permettent ainsi d’exprimer un cosinus ou un sinus au moyen de 
deux exponentielles. Or la formule générale e H ~*' v ~e H e ¥ , si l’on y 

remplace i/,r par ±: u \j— i, zir v y — i,oli u et <* n'en restent pas moins 
quelconques, devient 
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relations symboliques qu'on peut écrire, d'après i j3 ■, 

I cosf u -1* ‘ i fin (u --- v « 

* --(cos«' V / i dni/b rose — y 11 -- i sin t), 

t \ > i * _ 

I ro«< u ç - v /— 1 sin M ** *•* > 

i cos w — y -■ i siu u } co s r — y/ * ■ i sin c •. 

Et celles-ci, de la forme de (20) [p. u*], donnent immédiatement les 
formules ( 19) [comprenant D6), i 17) et (ï$), pp. 58 , 7* et 8*] parleur 
demi-somme et leur de mi-différence, après qu'on a effectué dans les se¬ 
conds membres les multiplications indiquées. De 0*+*+"'+' - * =^e tt e v e w ‘" 
on passerait de même à la formule de Moivre ( 2/ ), qu i! faudrait encore 
dédoubler en v mettant successivement — u et — u au lieu de u , afin 
que la demi-somme et la de mi-différence des résultats conduisissent 
aux expressions (22) de co&tnu et de sin/««. Enfin les deux relations 
('*9) [P* ^7"]> qui deviennent à la limite des identités, montreraient 
encore que les décompositions ( 3 o) de cos^r et de sin.# en facteurs 
sont valables pour des arcs imaginaires comme pour des arcs réels. 

De ce que les formules (19) subsistent, on déduit que 

cos(.r — t. 1 — cos t eos~ — sin t sin r — — cos#, 
sin (#*—;:) = sina*cû«r: — cos.r sinr = — sin^r. 

Ainsi, ajouter t: à un arc imaginaire, c’est, comme pour un arc réel, 
faire changer simplement de signe son cosinus et son sinus. Et. par 
suite, ces fonctions redeviennent les mêmes quand Tare croît desr: : elles 
continuent à admettre la période 9.~, D’autre part, si Ton considère 

l'exponentielle <?•**, et qu'on ajoute asy— 1 à l'exposant, elle sera 

multipliée par ou, d’après ( 43 ). par cos3t:-~ \ — 1 sinrïc: — r. 

Elle n’aura donc pas changé ; et c’est ce que l’on exprime en disant 
qu'à la période réelle, ar, des fonctions cosinus et sinus, il correspond 

la période imaginaire —1 de la fonction exponentielle. Par con¬ 
séquent, la fonction exponentielle est, elle aussi, périodique, à sa ma¬ 
nière. 

Toute expression de la forme a b \ — 1 ou ofcosO -4-y ' — 1 sinO), 
si Ton v substitue e 10 *? au module (toujours positif) ? et, d’après ( 43 ). 

<* r V~f à l'autre facteur cos 0 ~ y—r sinO. devient l'exponentiel le 
eU'sf^v- 1 , et elle peut même, comme on vient de voir, s'écrire 
€**'*?- 0 t- 2/« v’ -t ; | désignant un nombre entier quelconque ou 2 /r:y — t 
tout multiple de ta période rt“ y—1. ï! e<i naturel d'appeler ioga- 
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rit b ni es de a 4 - b \-— i les exposants lojr p h- (0 -t- irrr )y — t, et, tout 
spécialement, le plus simple, logs-r Oy— i, qui devient Io*î quand 

on a b = o, a = o ou quand a -r b\ - ~ i se réduit à un nombre posi¬ 
tif y. Pour un nombre négatif, on a a — — s, /> -t: o, f i . r. : ainsi, 
quand un nombre, de positif, devient négatif en conservant même 
valeur absolue, son logarithme s’accroît de fa constante imaginaire 
rr y/'— i, 

H n y a pas lieu il insister ici beaucoup plus sur ces formules sym¬ 
boliques. Elles montrent, il est vrai, quel puissant instrument de géné¬ 
ralisation et d’unification est le signe y— f, puisqu’il permet de rat¬ 
tacher les unes aux autres et tic considérer à la fois plusieurs 
expressions qui, prises deux à deux, ont leurs termes pareils quant à 
la valeur absolue, mais tous positifs dans l’une, alternativement posi¬ 
tifs et négatifs dans l’autre : avantage considérable, d’une part, en 
Algèbre, où l’on peut ainsi attribuer des racines même aux équations 
qui n'en ont pas (de réelles) et soumettre par là toutes les équations 
d'un même degré à des lois communes, d'autre part, dans l'étude des 

fonctions, où l'emploi du symbole y -^7 réduit, comme on voit, les 
fonctions circulaires aux exponentielles et fait une seule famille de 
toutes les fonctions transcendantes usuelles. Mats, d'un autre cùté, celte 
théorie ne comporte pas dans les transformations de formules, comme 
moyen continuel d’interprétation et de contrôle des calculs, l'usage 
de fintuition ordinaire, ou vue directe et géométrique des choses, 
qui, dans l’étude de la quantité simple et surtout dans scs applica¬ 
tions aux choses physiques, est si naturel à l'esprit et le garantît des 
erreurs tout en le reposant de l’aridité des raisonnements abstraits. 
Ce grave inconvénient est Hé au pouvoir même qu’a la théorie en ques¬ 
tion de dépasser l'intuition ordinaire, en déduisant les unes des autres 
des courbes très disparates de formes, par exemple, eu faisant résulter 
de l’addition des ordonnées, v~ f tf-'V* 1 . y — *, de deux ioga- 

rithmiques, les ordonnées y ~ cos.r d’une sinusoïde! 1 ). Aussi évi- 


(‘ ) Xole sur ta représentation géométrique et la théorie générait; tics quantités 

imaginaires ou complexes . 

On a essayé cependant, et non sans succès, en recourant à une certaine caté¬ 
gorie de figures planes, de donner un sens concret aux expressions imaginaires, 
île manière à permettre d'eu suivre les transformations au moyen de construc¬ 
tions géométriques appropriées. Malheureusement, cette représentation des ima¬ 
ginaires ne peut pas avoir la simplicité fie la ligne droite à extrémités, l'une 
fixe, fautre mobile, qui figure toutes les quantités réelles entre — x et x, et bien 
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A t 

lerat-je autant que possible, dans toute la suite (l’un Cours purement 


Fig. 


i. 





Fig. 3. 


t> <r - 



jjr;« des hommes de science voués aux applications ont le temps de se la rendre 
familière. Voie* en quoi elle consiste. 

Les éléments qu’on y combine, et dont chacun est censé 
exprimer nue quantité, sont des angles, comme AOB. à côtés 

limités ayant entre eux un certain rapport D'ailleurs, la 

ecule chose qu’on regarde dans un pareil assemblage de deux 
rayons OA, OB est sa forme , qui dépend : i° de la grandeur 
>»u ouverture de l'angle; a 0 du rapport du second côté au pre¬ 
mier. Lac telle figure s’appelle une biradialc: sa forme étant seule à considérer, 
elle est censée rester la même soit quand on la déplace à volonté dans le plan, 
soit encore quand ses deux côtés OA, OB varient dans un même rapport quel 
conque. Maïs on n’a pas le droit de la faire sortir du plan ni, 
par conséquent, de l'amener, au moyen d’une demi-rotation 
de son propre plan autour de OA, dans la position AOB' symé¬ 
trique de AOB: car AOB' est une biradlulc toute différente, 
dite conjuguée de la première, et dont l’angle AOB', mesuré 
en tournant dans le sens de la flèche, vaut l’excédent de 4 droits 
mit AOB, ou simplement — AOB ( par ta soustraction de 
droits qui ne change rien à la direction de OB' par rapport 
â OA ). Dans une généralisation, qui s'appelle théorie des 
quale ruions, où les biradialcs à combiner ont leurs plans de 
direction différente, celui de chacune peut bien se déplacer, mais rien que paral¬ 
lèlement â lui-même. 

Telle est la quantité complexe propre, comme on va voir, à représenter une 

* 1 M 

expression de la forme a-h-bsj -i. Sa qualité ou, en quelque sorte, son espèce, 
est réputée dépendre de l’angle AOB, tandis que sa grandeur est, dans chaque 

« . 

espece, mesurée par le rapport ^ - 

L’espèce la plus simple est celle où OA et OB sont en ligne droite. Alors la 
figure n'a qu'une dimension, et la quantité complexe devient une quantité simple, 
c'est-à-dire l'expression d'un nombre réel quelconque, positif ou négatif. On l'ap¬ 
pelle une biradialc numérique. Le premier côté, OA, n’v figure que comme 
mesure des longueurs, indiquant, par sa grandeur, la valeur absolue de l’uni lé, 
et, par sa direction, le sens suivant lequel cette unité, portée sur OB à partir de 
l'origine O, se compte positivement, tandis qu’elle se compte négativement dans 
le sens contraire ou lorsque OB, au lieu d’élrc couché sur OA, est à l'opposé 
de O A. 

Plus généralement, dans une biradialc quelconque 
AOB {Jîg. 3), si le point B se déplace suivant la direction 
OBou suivant la direction BO, la grandeur delà biradialc 
change proportionnellement à OH; et quand le point B, 
reculant jusqu’au delà de Y origine O, vient sur le pro¬ 
longement de BO, en B", la qualité est réputée changer 
en ce sens seulement que la biradialc devient, de posi¬ 
tive. négative, dans l’espèce à laquelle elle appartenait. 

Beux biradialcs, même d’espèces differentes, peuvent sc combiner de deux ma* 


Fig. ’L 
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préparatoire aux applications physiques, l'emploi des expressions ima¬ 
ginaires, dusaé-je pour cela, une fois ou deux, allonger de quelques 
phrases les démonstrations. 

La rapidité avec laquelle nous sommes parvenus aux expressions 
de cm mu et de sinmu montre cependant qtfil existe des cas où cel 

niércs fondamentale*, pour fournir une troisième biradiale : ou bien, ces bira- 
diales étant AOB, AOC (Jig. 4 )> on fait coïncider leurs premiers cotés. OA, en 
remplaçant les seconds, OU, OC, par la diagonale OD du parallélogramme con¬ 
struit sur ces côtés. de manière à obtenir comme résultat de Popëralion la bira¬ 
diale AOD; ou bien, les deux biradiales étant { Jig . 5) AOE, EOF, on fait coïncider 



le premier côté. OE. de la seconde (grâce à une variation simultanée des deux 
côtés OE, OF dans un rapport convenable) avec le second côte, OE, de la pre¬ 
mière, ce qui donne la biradiale AO F. La première opération devenant une simple 
addition algébrique lorsque le parallélogramme s'aplatit infiniment, c'est-à-dire 
quand les deux biradiales AOB, AOC sont de la même espèce, il est naturel de 
l'appeler addition dans tous les cas. De mémo, la deuxième opération donnant, 
quand la biradiale EOF est numérique, une biradiatede même espèce que la pre¬ 
mière biradiale AOE et égale à celle-ci multipliée algébriquement par la gran- 
OF 

deur — de la seconde, on l’appellera multiplication dans tous les cas. 

Cela posé, si l'on considère (Jig* 6) la biradiale AOG rectangle (c’est-à-dire 

ayant son angle AOG droit) et que, après lui avoir 
Fig. 6. donné une valeur égale à i ou avoir pris OG = OÀ, on 

la multiplie pat*elle-même en la transportant en GOF#', 
le carré obtenu sera la biradiale numérique AOG*, dont 
la valeur est — i .La notion de biradiale permet donc 
d'étendre assez le sens de Vopération appelée multi¬ 
plication, pour que le nombre — i y admette une ra¬ 
cine carrée parfaitement concrète ou susceptible d'être 
construite, qui est toute biradiale rectangle à côtés 
égaux : mais cette racine se trouve d'une autre espèce que son carré — i, et voilà 
pourquoi on ne pouvait la rencontrer dans une série de quantités simples, ne dif¬ 
férant les unes des autres qu’en plus ou en moins. La biradiale AOG aura donc 

pour expression analytique F^-î, et, s*i G se déplaçant perpendiculairement à 
OG 

OA, le rapport “ acquiert une valeur quelconque b, positive ou négative, cette 

UA 

biradiale, devenue b fois plus forte, s’écrira *v — *• 

On conçoit maintenant que toute expression de la forme a -t- b\ — i soit repré- 



c 
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emploi est à la lois sûr et trop précieux pour devoir être négligé, Kn 
voici deux exemples : 

t a Multiplions par 2 les relations symboliques ( h), puis élevons à 


sentécpar une biradiale. Si l'on prend, d’une part, une biradiale numérique AO.V 

0\* — 
où Ton ait —a, d'autre part, une biradiale rectangle AO B égale à b\ — 1 » f.» 

construction du parallélogramme A O ïi M donnera, pour la 
somme — r, la biradiale AOM, dont la grandeur 

correspondra [vu la relation OM *- j-(uA')‘-- ( uÜ f - j », 


1-iu. 




x 


11» 


\ , 






OA 

au module s —ya*— b* de la quantité imaginaire, et dont 
l'angle AOM, caractéristique de l’espèce de la biradiale, »e 

sera autre que l argument 0, car son cosinus -- •;» 

1 

tandis que son sinus ■= Et il est clair que la hira- 

dialc AOM', symétrique de AOM, mérite bien le nom, qu’on 
lui a donné, de conjuguée par rappà AOM : en effet, les deux biradiales qui 
la composent, Tune, AO A', numérique, l’autre, AOB , rectangle, ont respective¬ 
ment pour valeurs a et — b \/— 1 , de sorte qu’elle représente l’expression a — b\ — t, 

dite conjuguée de la précédente a - b y— 1 . 

Il y a, enfin, parfaite concordance entre les opérations algébriques sur les ima¬ 
ginaires et les opérations géométriques de mêmes noms 
sur les biradiales. Car : 1 * si, après avoir posé, pour fixer 
les idées, OA=si, on ajoute deux biradiales, AOM, AON, 

ayant respectivement les expressions OA'-j-OBV— 1 cl 

OA*4- OB’ y'—'ir , la diagonale OP, dans la biradiale somme 
AOP, aura, d’une part, pour projection stirOA, la somme, 

O.V'-r OA”, des projections des célés OM et MP ou ON, 
d'autre part, pour projection sur la perpendiculaire OB’ 
à OA, la somme analogue OB'- 4 -OB’; et cette biradiale 

AOP sera, ainsi, bien exprimée par (OA’ 4 -OA’) 4 -(OB' -OB') \ 
présentera la somme algébrique des deux expressions 
imaginaires proposées; a 0 si l’on multiplie, d’après lu 
règle donnée, deux biradiales AOB, BOC, représentant 
respectivement deux quantités imaginaires 


Fig. S. 
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p(cosQ 4-1 — isinO J - pc fj v ‘ 
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la biradiale produit AOC aura pour module 


OC OU OC 
OA 


04 X O» 


0 . / 
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es, et pour ar¬ 


gument AOB 4- BOC = 0 4 - Ô„ exactement comine dans la multiplication algé¬ 
brique, dont te résultat est 



EXPRESS. DE COS'^a: et DE SH"* EX FOXCT. LIXE.UHE DES COS ET #!X. 

la puissance n iim0 les deux membres de chacune, en développant les se** 
eomis membres des résultats par la formule du binôme et en y grou¬ 
pant ensemble les termes équidistants des extrêmes, qui ont, comme 
on sait, mêmes coefficients (du moins en valeur absolue). Il viendra 
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les signes supérieurs 4- correspondant, dans la seconde formule, au 
cas de n pair et les signes inférieurs — au cas de n impair. Or tous 
les binômes entre parenthèses, dans les seconds membres, sont de Tune 

ou de l'autre des deux formes qui représentent res¬ 

pectivement 2 cos u et 2 ^—i sin«. Donc les deux formules ( 46 ) don¬ 
neront les puissances n i * n,e * du cosinus et du sinus de l’arc x en fonc¬ 
tion linéaire on des cosinus, ou des sinus, de ses multiples nx> 
(n — 2) x, (n — 4)^1 etc. 

2° Soit à décomposer en ses facteurs réels les plus simples possibles 
l'expression X m .V**, ou (ce qui revient au même, comme on l'a vu 
en Algèbre) à résoudre ï équation binôme X m ip A ,rt — o, A désignant 
un nombre positif. Et, d’abord, on prendra pour inconnue le rapport 

— .r, afin que l’équation devienne simplement x m ~±: f. Alors, en 
posant jc ~ e u \~ l et appelant 0 l'arc, zéro ou -r, qui donne 

A “ï --- 1, 

cette équation se trouvera réduite à e ™”* -1 — A' * : elle exprimera 
que les deux arcs mu et 0 , ayant môme cosinus et môme sinus, ne 
peuvent différer que par un nombre entier, «, de circonférences 2«. 
On aura donc 

mu — 0 — Jt#rr, u --; 

m 

et les m racines de l’équation proposée ,r m :r. 1 ■— o s'obtiendront en 
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donnant à i, dans la formule 


0-4-irt: 


T — « 


m 


COS 


2/t, 


m 


r - . « 
y— » wn — 


xtr. 


m 


4f* 


h:s »t valeurs consécutives o, i, 2 , 3 . m — », pour lesquelles 1 arc 

t 9 

L—_ prend lui-même m valeurs équidistantes entre o et 2^:. Il est 

clair, en effet, que ces m racines seront distinctes, tandis que 1 addi¬ 
tion ou la soustraction de m unités au nombre i redonnerait les mêmes. 
On pourrait encore ne considérer que des arcs compris entre — ?: et t:, 
l*u retranchant une circonférence à ceux des précédents qui excèdent 
r .et l'on verrait alors les racines imaginaires s’associer, comme il le 
faut, par groupes de deux conjuguées, correspondant aux arcs dont 
le signe seul différerait, de manière à donner, dans . des fac¬ 

teurs imaginaires du premier degré ayant pour produits respectifs 
les facteurs réels du second que l’on cherche. 

Par exemple, si m est un nombre impair a w — i, et qu'on ait fi o 
ou que l’équation soit a>* n ^ i —1 = 0 , on prendra / = o, —rzi, 
— ±12, =dbn:à part la racine coso-^y—i siuo, ou i, qui 
donnera, dans — r, le facteur réel du premier degré jr — i, les 
autres seront, par groupes de deux conjuguées, de la forme 


cos 


21T. 


2/1 


i sin 


air: 

— • — > 

•xn 1 


et il v correspondra le facteur réel du second degré 

j ,— . ‘>ir. \f '>ï~ , -. x.tr: \ 

( ./■ — cos-V “ * Mn -: ) ( r cos -T \ 1 sin —7 ) 

' xn — i 2/i- i/\ xn — » xn-r-\ / 


k 


I ÎT 

~ ( T *— XX COS —-- I } 

•x n — i / 


En définitive, l’expression x in ^ 1 — i, décomposée en facteurs réels 

cîn premier ou du second degré, deviendra 

f f — v 
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On peut donc tirer des expressions imaginaires un grand parti, 
dans certaines questions difficiles, même quand on ne cherche que 
des relations entre quantités réelles. H est clair, par exemple, que 
toute formule exprimant une propriété de fonctions exponentielles 
deviendra, à cause des relations (43), une certaine formule symbo¬ 
lique entre des cosinus et des sinus, si l'on y change les variables, 

.t y u, c, en jc\ — i, —i, .... Supposé donc qu’on 

puisse ensuite, comme nous l'avons fait plusieurs fois, décomposer 
cette formule symbolique en formules ordinaires entre quantités, Ton se 
trouvera avoir, pour ainsi dire, transposé dans le monde géométrique 
des fonctions circulaires un fait d’Analyse démontré d’abord unique¬ 
ment pour des exponentielles» et lui avoir donné de la sorte une forme 
toute nouvelle. C'est ainsi que les formules (45) nous ont permis de 
ne voir, dans les expressions fclassiques decos(wn-r) et de sin (u-r-v), 
qu’une application de la propriété fondamentale des expo¬ 

nentielles. Or il est avantageux de pouvoir parfois opérer de tels rap¬ 
prochements; car la fonction exponentielle, étant égale à sa dérivée, 
se manie avec beaucoup plus de facilité que les fonctions circu¬ 
laires, et des relations très cachées où figurent celles-ci ont souvent 
comme une première forme simple, facile à saisir, entre exponen¬ 
tielles. 

Voici un dernier exemple, dont nous pourrons nous servir plus tard, 
de ces sortes de transpositions (ou passages d'une forme réelle à une 
autre par le moyen d'une forme imaginaire), qu’il est bon de savoir 
opérer. 

Soit l’expression, somme de deux exponentielles, 

|( A -+- B ; e -r- l ( A — B )e «“* 

Supposons qu’on y change b en ô\/—i et B en By — i. En mettant 
en facteur commun, elle deviendra 

*««*•*[(A •+- Bv — t)e ,, ' K v (A— 

Substituons-y, d’après (43), cos bx^z \—î sin&r à é ±b ' e '* l ~ l et grou¬ 
pons ensemble, d’une part, les coefficients de cos bx^ d’autre part, 
ceux de sin/JX. Il viendra simplement 

cos5j? — B sinàj?). 

Enfin, appelons C la racine carrée de la somme et c l’arc, 

compris entre — -z et tt, qui a pour cosinus ~ et pour sinus 5 : A et B 

u (j 
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vaudront respectivement Ccostr, C»inc, et I expression considéré»* 
sera 


Ce UJt ( eo«ceos/jjr— ^incsinôx ! — Gc‘' 4 - c cûs< bx— r i. 

On aura donc la formule 


U8> 


« J» ■> 

| t A c:o*/#.iî — B sin bx Ce * 4 ** 7 cusi bx <• 



COMPLÉMENT A LA CINQUIÈME LEÇON. 

SUPÉRIORITÉ DK CERTAINES FONCTIONS IMPLICITES SLR LES FONC¬ 
TIONS EXPLICITES, POUR EXPRIMER LES COURBES ET LES SURFACES. 
— PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS DU PREMIER ORDRE DES FONCTIONS 
DE POINT, 


lü\ — Supériorité d’une certaine forme implicite de l’équation, sur sa 
forme explicite, pour exprimer une courbe plane ; équation de la tan¬ 
gente: dos points singuliers que présentent certaines courbes. 

Insistons sur la simplicité relative die l’équation F (,r, vt — c défi¬ 
nissant les fonctions algébriques implicites, équation of» F(.r, y) est 
un polynôme, c’est-à-dire une fonction constamment bien déterminée, 
finie et continue de x et de y, ainsi que ses dérivées partielles, alors 
que les valeurs explicites y — /(x) de ces fonctions contiennent, 
même dans les cas les plus abordables, des dénominateurs suscep¬ 
tibles de sannuler ou de rendre la fonction infinie et des radicaux à 
significations multiples tantôt réels, tantôt imaginaires. On voit par 
là que le premier membre d'une équation de la forme F(j% r) — c est 
une fonction des deux variables x et y susceptible de présenter une 
détermination et une continuité bien plus complètes que ne fait la 
fonction / de x ainsi donnée implicitement. Et l’on conçoit, en effet, 
que, dans un plan des jrv, une fonction F(.r, r) puisse n’avoir en 
chaque point déterminé (.r, r) qu’une seule valeur, partout finie, 
partout graduellement variable avec les coordonnées jt, y, et que, 
cependant, f ensemble des points où cette valeur égale la constante 
donnée c forme une courbe d’une grande complication, admettant des 
branches infinies, avec un nombre variable de valeurs de l’ordonnée y 
pour diverses abscisses x. Or il résulte de cette double hypothèse de 
parfaite détermination et de variation graduelle, impliquant la conti¬ 
nuité de F{.r, v) et des deux dérivées partielles F' r , F' v en tous les 
points du plan, que la courbe en question, définie par F(.r, >’)•= e, 
n’a, en général, ni commencement, ni fin , ni angles, ni points de 
croisement , mais qu’elle se prolonge de part et d’autre de chacun 
de ses points suivant deux directions exactement opposées, sa tan - 
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gente n'y tournant tjue d'une manière continue : propriété capi¬ 
tale. car elle fait de ce Heu géométrique, F(.r,y » — e» quelque chose 
de complet ou comme un tout naturel , tandis que les diverses expres¬ 
sions correspondantes /(jt) de y n’en représentent que des partie--, 
délimitées souvent d’une manière artificielle. Par exemple, l'équation 
y s ~~ c exprime immédiatement, en coordonnées rectangulaires. 

que les points (.r, y) sont à la distance commune y c du centre. Aussi 
définit-elle cette courbe naturelle qu’on appelle une circonférence, 

tandis que les deux fonctions obtenues en la résolvant, y -z y c — ./- 2 t 
rien dorment, prises à part, que des arcs, se terminant aux points où 
la dérivée /' devient infinie, c’est-à-dire à ceux où la tangente est pa¬ 
rallèle à Taxe des Y, On ne peut se dispenser d'associer ces deux 
fonctions, autrement dit, de remonter, par l’élimination du radical, à 
une équation ayant comme membres des expressions en / et v partout 
bien déterminées et graduellement variables, si l'on veut constituer 
en son entier la ligne naturelle correspondante. 

Pour démontrer l'importante propriété énoncée ci-dessus, supposons 
d’abord que l'on marque sur le plan, afin de les éviter, les points que 
donne la résolution du système de deux équations à deux inconnues 
F'j.(./*, / !-■- o, F' x .(j 7, r ) — o, points, généralement en nombre res¬ 
treint, et isolés les uns des autres, où s’annulent à la fois les deux dé¬ 
rivées partielles de la fonction F. En l’un quelconque d'entre eux. 
F(.r, y) prend une certaine valeur, et il faudrait que la constante r 
eût reçu précisément cette valeur pour que la courbe proposée \ 
passât. Si donc on excepte quelques-unes des courbes en nombre illi¬ 
mité qu'exprime, suivant la valeur attribuée à la constante, l'équation 
FO,y) — c, il n'arrivera, en aucun endroit des autres, que les deux 

dérivées *■}■ > s’annulent à la fois, 

d.r dy 

Cela posé, à partir d’un quelconque, M(.r,yï[ p. {<>*], de leurs points, 
imaginons que l’on se rende à un point voisin i ./• — A./.y — Ay) du plan, 
en parcourant ainsi la droite de jonction de ces deux points, définie 
en direction par le rapport des deux accroissements correspondants 
Av, des coordonnées, et du môme ordre, en grandeur, que le ra- 

dicaiy Aj- Ay-. Le long de cette droite, la fonction F variera, d’après 
la formule (.î) [p. 82], de la quantité 








1 AT 


où e et î t s'évanouissent avecy/A-v*— Ay 4 , quantité réductible, sauf 
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f (.if 

erreur relative insignifiante, à Ar Av, tant due neseneutrali- 

« <r//- c/r * * 

t 

>/ jy 

seront pas sensiblement les deux, termes principaux ~~ A.r, ^ A v, dont 
l’un au moins aura son coefficient F t . ou F', différent de zéro. Or cette 
uculralUation approchée n‘a lieu que pour les rapports définissant 
des directions très voisines de celle qu'exprime la valeur de v f donnée 


Fis. 


4 * 



par l'équation (i t) [p. 91]. Si donc on mène par le point M la droite 
T'T qui a y' pour coefficient angulaire, et puis deux autres droites 
A'A, B'B faisant avec elle un certain angle très petit, d’autant plus 
voisin de zéro que les points (x A.r, r — Av ) s'éloigneront moins 

’ r/F ft F 

AF — — \X ~r Av pour tous 

ceux qui seront extérieurs aux deux angles AMB, A'MB'. Ainsi AF y 
change simplement de signe avec A.r et Av, ou en deux points symétri¬ 
quement placés par rapport à M ; et la fonction continue F (a*, r) t égale 
à c en M, est, par exemple, plus grande que c dans tout l'espace 
B'MA. moindre que t* dans tout l’espace opposé À'MB.C'est dire que. 
tout près de M, le long de chemins comme BA, A'B' perpendiculaires 
à T'T. elle passe une fois au moins par la valeur c, en un certain 
point P ou P'. Mais elle n'y passe qu'une fois; car, pour de mêmes 
valeurs de A.r et de Av, celles de A f restent sensiblement pareilles 
quand on part de divers points (x t y) peu distants les uns des autres, 

vu que les facteurs ^ » -y sont des fonctions continues; et, par suite, 

la fonction F varie très sensiblement le long de BA comme le long de 
la normale MX à TT', e’est-à-dire en grandissant toujours ou sans pas¬ 
ser deux fois par la meme valeur. Donc il y a, sur chaque droite comme 
BA ou comme A B', un point du lieu F(jr,y) — c, et un seul; ce qui 
montre bien que ce lieu comprend, de part et d'autre de son point quel¬ 
conque M, «ne file unique de points. De plus, les deux angles TMB, 
T'M.V tendant vers zéro avec MB et MA', les deux cordes MP, MP' 
prolongées ont pour positions limites MT et MT’; ce qui signifie que 
cette file continue de points affecte partout une certaine direction, ou 


de M, on pourra prendre simplement 



ET UE CELEE Bfc LEURS TANGENTES*, POINTS SINGUUF.n*. 



est «ne courbe. Ft c'est même nue courbe sans jarrets, dont la tan¬ 
gente ne tourne, d'un point (*r r v> à un autre, que d'une manière gra¬ 
duelle. Effectivement, trois points très voisins. P, M, ï >f . y sont tou¬ 
jours presque en ligne droite. 

Imaginons que le point ( x —■ ir, v Av) soit pris, comme M(.r, y i, 
&ur la courbe F(»r, y) .. r\ en I J par exemple. Alors A K.... o, et les 


deux termes principaux A je, ~j~ Av tendent à se neutraliser, quand 


le radical \ Ax *— Av* décroît : autrement dit, leur somme est nulle en 
comparaison de ce radical dès que Aæ. Av sont des différentielles dx. 
dv, et il en résulte, pour déterminer le rapport mutuel de celles-ci, 


ni 


dY , dV . 

dx *■- dv — o. 
dx dv - 


Or alors la droite de jonction. MP. des deux points ( x. y), 
— dx, y dy), se réduit, dans la limite que l'on a en vue. à un 
simple élément rectiligne, indicateur de la direction d'une sécante 
devenue la tangente MT. Si Ton appelle (,r,,y,) les coordonnées d un 
point T mobile sur celle-ci (coordonnées dites courantes), comme, 
d’après une propriété caractéristique de la ligne droite, leurs accrois¬ 
sements — jc, ri —Y éprouvés de M en T seront proportionnels à 
MT et garderont entre eux leur rapport initial, relatif à ce premier 
instant où l'on avait Xj — x dx et v*— v -= dy, on pourra, dans 
(i3), remplacer dx , dy par x { — x, r, — y. U viendra, entre .r, clyj, 
la relation 


01» 


d F 


d F 
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r i — o. 


C’est donc l'équation de la tangente, effectivement, résolue par 

rapport à v t —-r, avec substitution de y 1 , d'après (il), au quotient 

. r/F * dV u , 
de — par elle donne 


0 5 ) r, — r - v\r,— x u 

équation de la droite passant par le point (.r, y) et ayant le coefficient 
angulaire v 1 : or cette droite est bien la tangente issue du point de con¬ 
tact (j\ r). comme on l'a vu au n° 9 (p. 3 i). Mais la forme (« 4 ) vaut, 
à plusieurs égards, mieux que celle-ci (i 5 ), plus simple il est vrai : 
d'une part, les coefficients de ,r l — x et de y x — y n'y deviennent jamais 
infinis en un point déterminé {x, y); d'autre part, elle est symétrique 
en x et en v, et n'implique, pas plus que l'équation correspondante 
F (a-, y) -- C, le choix d'une variable indépendante spéciale. La for- 
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mule (i•> >* a» contraire, suppute, comme l'équation y ■; fi t) île la 

courbe, le choix de x cutmne variable indépendante. Or il u'v a pas, 

en thèse générale, de raison pour préférer x à y % ou pour exprimer 

la combe par la fonction v -j\x) plutôt que par la fonction inverse 

x v I v ». 

< • 

Nous avons fait, dans ce qui précède, abstraction des points du plan 

f /\t f/i !' 

où les deux, dérivées , -j— s'unnulentà la fois: une étude ultérieure 

dx tly 

mon trera que la courbe F(x, y \ e, menée en un de ces points ( x, y i, 
peut ne pas s'v prolonger de part et d'autre suivant deux directions 
opposées, ou, encore, qu'elle peut y admettre plusieurs branches, tantôt 
croisées, tantôt soudées ou raccordées ensemble. Dans ces divers cas, 
le point (x, v) est dit singulier, non seulement pour le distinguer des 
autres points, soit ordinaires, soit exceptionnels (somme(s. points 
d’inJlexion. etc.), de la courbe qui le contient, mais surtout parce 
que sa présence sur une courbe suffit pour la rendre etle-mêine, comme 
on a vu, exceptionnelle et singulière parmi toutes celles qu'exprime 
une même équation F( x , y) : • r. 

là*. — Supériorité d'une forme implicite de réquation d'une surface sur 
sa forme explicite; des points singuliers de certaines surfaces. 

Pareillement à ce que nous avons démontré pour une courbe plane, 
la forme explicite de l'équation d'une surface est rarement la meil¬ 
leure. Toutes les fois que, en chassant, par exemple, des dénomina¬ 
teurs et éliminant des radicaux, dût-on, pour cela, associer à la fonc¬ 
tion proposée s — /(x, v) d'autres fonctions analogues, ou pourra 
échanger une équation explicite qui admet pour z ou ses dérivées des 
valeurs infinies, contre une autre implicite, de la forme F(x.r. z ) — i\ 
dont le premier membre soit une fonction F des trois variables x, r, z 
bien déterminée, finie et continue en tous les points (x, y, z) de l'espace 
situés à des distances finies de l'origine, cette forme implicite sera 
bien préférable. Et la raison en est encore que. sauf pour quelques- 
unes, en nombre restreint, des surfaces représentées par l'équation 
F( x, v, z ) “ c. le lieu des points F(x, y, z ) c s'étendra , tout au - 
tour de chacun d'eux , sous la forme non plus d'une simple droite , 
mais d'un plan, jus//a’à des distances infiniment petites f sans s'ar¬ 
rêter, par conséquent, ù aucune limite, ni présenter nulle part 
aucun croisement ou aucune soudure de nappes multiples de sur¬ 
face, non plus qu'aucune arête ou aucun autre changement 
brusque de la direction du plan tangent, mais de manière à former 
un tout continu et naturel. 



DES SURFACES ET DE CELLE DE LEURS PLANS TANGENTS. 




Pour le démontrer, reconnaissons d'abord que, si l'on s'éloigne d’un 
point donné quelconque M ( x, y, 5) du Heu F (æ, y, z) “ e, le long de 
lignes qui y soient tracées, tous les points ainsi atteints, infiniment 
voisins du premier (x, y, 5 ), se trouveront, par rapport à celui-ci. 
dans des directions comprises à l’intérieur d’un même plan. Ln effet, 
d’une part, x, y, s, pour Tune quelconquedeceslignes, seront, comme 
précédemment (p. 9,4), trois fonctions d’une même variable /, liées 
ici par la relation F(*r, y, s) ~ la constante c; de sorte que la 
différentielle en t de la fonction composée F(x, y, z), s’annulant, 
permettra d’écrire 


(18) 


dF 

dx 


dx 


dF 

dy 


dy 


dF 

dz 


dz — 0, 


avec une erreur absolue de la forme * ^dx*— dy* ■+■ riz* et, par con- 
séquent, négligeable dans (18) pourvu que les trois dérivées -jj > 

ne soient pas nultes simultanément au point {.r, r t z). 

D’autre part, en appelant encore o* 1? v,, z x les coordonnées cou¬ 
rantes de la droite qui joint le point M(*r, v, 5) au point voisin 
(jt -r dx, r -h dy. z -f- dz ) de la ligne en question tracée sur le Heu 
F(j?,y, s) = c, les trois différences x t -~ jt, y t — y, z, — z seront 
proportionnelles à dx, dv, dz. Ainsi, la relation (18) deviendra 




dF 

d.r 


dF 


dF 


- d - v - j — - J --o: 


dz 


et celle-ci. étant du premier degré en x x , v ti s 1} représentera bien un 
plan, savoir le plan tangent cherché, Heu de toutes les cordes infini¬ 
ment petites prolongées, ou tangentes à la figure, issues de v, z). 
C’est évidemment le plan exprimé sous une autre forme par l'équation 
(17) [p. y.>] aux point* où les dérivées partielles p et q de z en æ et y 
sont finies et déterminées; d’où il suit que, en résolvant 119) par rap¬ 
port à Cj — z, les valeurs de z t — z obtenues égaleront constamment 
celles que donne (17), et, cola, soit quand l’une des deux quantités 
x x — ,i\ v x —v s’annulera, l'autre étant quelconque, soit pour des va¬ 
leurs arbitraires de .r. — x et de v. — r. Il en résulte l'égalité de />, a 

A #* . ,r 1 dF dF dF . 

aux deux quotients respectifs de — par ? circonstance 

qui sera directement reconnue dans une prochaine Leçon, 

Cherchons maintenant comiiieut varie la fonction l'i.r, v. c) dans 
tout l’espace voisin du point considéré M. A cet effet, concevons que. 
le plan langent en M étant tracé, on lui mène par ce point M une pér¬ 
il. — I. Partie complemenfrire. 



xr 
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pend ict» lai re, dite la normale à la surface F(x, y % z) = c t et que Ton 
tire encore, à partir de M, une infinité de droites formant avec Sa 
normale un angle constant presque droit, ou avec le plan tangent un 
certain angle très petit, qui pourra être d'autant plus voisin de zéro 
qu'on devra moins s'éloigner de M dans l'espace. Ces droites et 
leurs prolongements dessineront évidemment une surface conique, com¬ 
prenant deux cônes circulaires très ouverts, opposés parleur sommet 
M et ayant pour axe la normale. Cela posé, si Ton passe du point 
(j7, y, z) à tout autre point voisin (j? -t- Ajt, y -t- Av, z -r As) de l’es¬ 
pace, en suivant une droite dont les coordonnées seront trois fonc¬ 
tions cTune même variable t , la fonction F(a*, jv, z) croîtra, d’après 
(4) [p* 8a], de la quantité 


ao > iF = - *) Ar ~ (- », j Ay - ~ «.) 


As. 


Or celle-ci est sensiblement réductible à la somme des trois tenues 

^ Ax, Ay, ~j- sauf dans le cas ou ces termes principaux se 

neutralisent à fort peu près; ce qui, évidemment, n’a lieu que pour 
les directions faisant de très petits angles avec le plan tangent (19) et, 
à la limite, situées dans ce pian, d'après la manière même dont son 
équation a été obtenue. C’est dire que, pour les droites assez courtes 
issues de M et comprises à l'intérieur des deux cônes très ouverts 
dont il vient d'être parlé, l’expression de A/* peut être réduite à 

dV t (IV t <IV y 

\x — t- Av --j— As, 

ilx tly J dz 

et change simplement de signe avec Ajt, Ay, A3, savoir,quand on passe 
d'un cône à l’autre. Ainsi, la fonction continue F(j?, y, z) est plus 
grande que c dans l'un d'eux, plus petite que c dans l’autre; d’où il 
suit qu’elle atteint à ua certain moment la valeur c le long de toute 
petite droite normale au plan tangent et joignant les deux nappes de la 
surface conique. Elle n’égale d'ailleurs c qu'en un seul point de chacune 
de ces petites droites ; car, le long de celles-ci. A.r, Av, A z passent par les 
mêmes valeurs que le long de la normale issue de M. et AF y varie de 

, . . dV dV d F , * v . , 

meme, vu que les dérivées continues -^1 -j~ sont peu clillerentes 

pour tous les points considérés. La surface possède donc en M une 
nappe et une seule, qui s'étend tout autour dans la direction du plan 
tangent, en ne s'en écartant que d’une manière graduelle. 

Observons enfin qu'il a été fait abstraction, dans ce qui précède, 
des points (.r, v, 3) de l'espace où sc vérifient à la fois les trois équa- 
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lions à trois inconnues 


dF 


d F 

o> dy 


d F 


— w> ... o, o. Ces points sont gé¬ 


néralement en nombre fimité, et la fonction F(jr, v, 5) n'y prend, par 
conséquent, que certaines valeurs. Seules, les quelques surfaces 
F(jt, f Vt z) — c correspondant à ces valeurs y passeront. La démon¬ 
stration précédente ne s'appliquant plus à ces points, les surfaces dont 
il s'agit pourront, dans une étendue infiniment petite tout autour, ne 
plus ressembler à un simple plan, comme le montrera une discussion 
ultérieure. Alors on appellera de tels points, de même que leurs pa¬ 
reils dans les courbes planes, des points singuliers . 


43*. — Différentiation d’une fonction de point le long d’un chemin donné. 

Notre étude précédente sur les courbes planes et sur les sur¬ 
faces nous a conduit à considérer, soit dans un plan, soit dans l'espace, 
des fonctions de point F(jr, y) ou F(j?, y, z); et nous avons vu com¬ 
ment elles deviennent des fonctions composées d’une seule variable 
indépendante, quand on traite de leurs valeurs le long de lignes quel¬ 
conques, où les coordonnées x et r, y et z sont des fonctions arbi¬ 
traires d'une variable auxiliaire t. On rend plus précis le sens de ces 
fonctions composées en choisissant pour la variable l, comme il a été 
au n° la (p. 45 ), l'arc même s de la ligne décrite, compté à 
partir d'un point déterminé de celle-ci. Alors la dérivée de la fonction 
F, pour un point donné (jr, y) ou (.r, y, *?), représente le quotient, 
par un arc élémentaire^ commençant à ce point, de l’accroissement 
dF qu’éprouve la fonction depuis cette première extrémité de l’arc ds 
jusqu’à la seconde (a; 4- dx, y 4- dv ) ou ( x 4- dx t y 4- dy, z 4- dz). 
On peut, d’ailleurs, d’après un théorème de la première Leçon 
(p. iô)j remplacer c/y par la corde ou élément rectiligne qui joint 
le point (.r, r) ou {x } y y 5) à ce second point (x 4- dx , y 4- dy) ou 

(j? 4 -dx, y 4 - dy, z -+-dz) : aussi le rapport est-il appelé la déri¬ 
vée de la fonction suivant Vélément rectiligne ds. 

Imaginons, pour plus de simplicité, qu’on rapporte le plan ou l’es¬ 
pace à un système d'axes coordonnés rectangulaires, de manière que 
les accroissements dx y dy y dz soient les trois projections, sur ces axes, 
de la corde ou de l'arc ds , et égalent les produits respectifs deffe par 
les cosinus (dits cosinus directeurs) des angles sous lesquels se font 
ces projections, ou qui sont ceux de l'élément rectiligne ds , tangent à 
la courbe parcourue, avec les trois directions des x, y et z positifs. 

dv 

7/s ’ ou 


«rappellerai a et b } ou a } b et c, ces cosinus directeurs et 
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~, -■$ et ~r r tes dérivées de x et de y, ou de a?, y et 5, seront donc 
as ifs as - * 

respectivement a et b, ou a, b, c; et la dérivée considérée de F aura, 

d'après (G ) [p. 82], l’expression suivante 


1 

| soit 

r/F 

. dF 


r/F ' 

a dx 

dv ’ 

« 


ds ~ , 

| soit 

r/F 

. f/F 

d? 

1 

a dx ~ î * 

b lTv~ 

C -y-» 

dz 


les cosinus a et b , ou b et c, vérifiant d'ailleurs, à cause de 
dx* *+- dv^—ds* ou de dx*— dv * -r- dz* — <&*, la relation a* 4- Z>* ~i 

OU rt 1 -!- b i ~rc t — l. 


ii*. — Paramètre différentiel du premier ordre d'une fonction de point. 


Cela posé, bornons-nous d'abord au cas de deux variables X, y, et 
donnons successivement à l’élément ds> tracé sur le plan, toutes les 
orientations possibles autour de (x, v), en lui supposant, en premier 
lieu, la direction des x positifs, puis le faisant tourner, autour de son 
extrémité fixe (X, y), dans le sens qui va des x positifs vers les y po¬ 
sitifs, et, chaque fois d'une même fraction infiniment petite d'angle 
droit. Nous pourrons nous proposer de chercher la moyenne arithmé¬ 
tique des valeurs que recevra, suivant toutes ces directions, soit la 


//F 

dérivée > soit son carré. Dans le second membre de la première 

relation (21), ou dans son carré développé, les seules quantités variables 
avec la direction seront les coefficients a, b , rr 4 , 6 4 , ab\ en sorte que, 
si m désigne le nombre très grand (infini même à la limite) des direc¬ 
tions considérées, les sommes des valeurs de ou de divisées 

parleur nombre, s'obtiendront en ajoutant les produits respectifs soit 

, dF dF . . dF* r/F* dF r/F , .. . . 

de -r- cl soit de -7-r» a-y — r i par les m Utae% parues des 
d.v dy dx î dy* dx dy 1 1 

sommes des valeurs de a t b, ou de a 4 , Zé, ab. Autrement dit, supposé 

que l’on appelle moyr?, moyZ», moyu 4 ,... la valeur moyenne de «, 

de b t de a 4 , .... il viendra 


( 22 ) 


r/F 

| W °r ds = 
J r/F 1 
( m0 ‘ Y ~iH* " 


dF , . d F 

imoyn^^Cmoyô^-, 


4 r/F* , , dF* 


, ./F rfF 

ï W fl6 ' Tt ~ 


Or la moyenne des valeurs ou de «, ou de />, ou du produit ab est 
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nulle : car, d r une part, à deux directions opposées de l'élément ds if 
correspond des valeur» égale» et contraires de a et b; d'autre part, à 
une même valeur soit de a, soit de b, il correspond deux direction», 
symétriques par rapport à une parallèle à l'axe ou des .r ou des Y. 
pour lesquelles les deux valeurs, soit de b, soit de a et, par suite, de 
ab t ont même grandeur absolue avec signes contraires. Et quant aux 
valeurs moyennes des carrés a s f elles sont égales, vu qu il y a, par 
rapport à chacun des deux axes coordonnés, un même nombre d'élé- 
rnents ds disposés pareillement un à un, et que, par suite, les valeurs 
de b forment, rangées convenablement, la même série de quantités 
que les valeurs de a. Mais. r/ â -h fr valant i, la somme totale des carrés 
de ces deux séries de m quantités égale /», et il vient, en divisant 
cette somme totale par»*, moyrdH- moy& s = i. Les deux moyennes 
égales mnyor*, mny&*onl donc pour valeur commune {. Ainsi les for¬ 
mules (23 ) deviennent simplement 


( a 3 ) 


rfF 

mov —r — o, 
* as 


inoy 


d F> 

{/s 1 


« ( dV* 

2 \ d.r* 


ri T* 

dv * / 

*< » 


La première n'offre pas d'intérêt; niais la seconde, en observant 
qu'une quelconque des directions considérées pourrait être prise pour 
celle des jo cl une des deux directions perpendiculaires pour celle 
des/, montre que le carré de la dérivée de la fonction, en un point 
donné (.**, v), a pour moyenne de ses valeurs, relatives à toutes les 
directions possibles autour de ce point, la demi-somme de ses deu.r 
valeurs se rapportant à deu.r directions rectangulaires quel¬ 
conques. En un point déterminé du plan, l'expression positive 


fdV* di'* . . , , . / dl'ï , 

H- acquiert donc la meme valeur 2 moy -j— i quel que 

soit le système adopté de coordonnées rectangles x et r. Lamé lui a 
donné le nom de paramètre différentiel du premier ordre de la 
fonction de point et l’a désignée, pour abréger, par le symbole A t , mis 
devant la lettre F exprimant la fonction. Ainsi l'on a, par définition, 


(> 4 ) 


A, F 


^4 Æ 

y <u * 


dV* 

dv* 


Passons maintenant au cas de trois variables .r, y. s. Il n'est plus 
alors possible de répartir également, tout autour du point (.r, v, z). 
un nombre considérable mais limité d'éléments rectilignes ayant 
leur orientation déiun'e par les trois cosinus directeurs a, b, c; car. 
dans une étendue à trois dimensions. l'espace angulaire environnant 
tin point ne se laisse pas diviser en un m;mbre arbitraire de parties 
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superposables, à la manière d'un simple angle plan. Néanmoins, quami 
les éléments rectilignes ds dirigés de divers côtés deviennent telle¬ 
ment nombreux qu'un cône circulaire de très petit angle, ayant son 
sommet en (jr, y, î) et son ave mobile librement tout autour, ne cesse 
jamais d’en contenir une multitude, leur répartition peut approcher 
de pins en plus de T uniformité. Pour le reconnaître, imaginons, en 
vue de fixer les idées, quon décrive, autour de (x, /, s) comme 
centre, la sphère de rayon 1, et que chaque élément rectiligne ds qu’on 
veut construire soit représenté par le point oü son prolongement 
perce la sphère. Nous aurons à prouver qu’une surface applicable sur 
celle-ci et très petite en tous sens, sensiblement plane par conséquent, 
mais d’ailleurs de forme quelconque, pourra contenir toujours, sauf er¬ 
reur relative nulle à la limite, le même nombre de ces points,de quelque 
manière qu’on la fasse glisser sur la sphère. 

Traçons sur celle-ci, autour des deux extrémités d’un diamètre 
quelconque comme pôles, une inimité de cercles parallèles, dont l'es¬ 
pacement mutuel soit une très petite corde constante e d’un des méri¬ 
diens menés d'un pôle à l'autre. Puis divisons chaque cercle parallèle 
en parties égales, ayant (du moins sur les cercles d’un rayon beaucoup 
plus grand que e) un rapport sensiblement égal à 1 avec une même 
ligne infiniment petite, s par exemple. Les points de division obtenus 
formeront ainsi des files circulaires, et, dans toute étendue superficielle 
très petite en tous sens, prise à une distance finie des pôles, ces files, 
sensiblement rectilignes, parallèles et équidistantes, contiendront des 
nombres de points à fort peu près proportionnels à leur longueur et très 
considérables. Or il suit évidemment de là que deux de ces étendues 
sensiblement planes, de même forme, de mêmes dimensions et orien¬ 
tées de même par rapport à la direction des files, contiendront à leur 
intérieur des nombres relativement presque égaux de points; car l’une 
et l'autre intercepteront à fort peu près, aux mêmes hauteurs au-des¬ 
sus ou au-dessous de leur centre ou de tout autre de leurs points ho¬ 
mologues, d’égales longueurs de files dont le nombre total sera aussi 
sensiblement le même. Si donc, après avoir fait tendre t vers zéro, 
on imagine tracées sur la sphère, en un même endroit assez distant 
des pôles, deux petites figures sensiblement planes, l’une de forme 
quelconque, l'autre circulaire, rattachées ensemble par un double 
réseau de fils très nombreux équidistants, se croisant à angle droit ou 
divisant les deux figures en une multitude de carrés égaux pareille¬ 
ment orientés, puis qu’on déplace et fasse tourner arbitrairement sur la 
sphère l’ensemble des deux figures et du réseau, sans trop l’approcher 
d’aucun pôle, les carrés égaux ne cesseront pas, dans chaque position, 
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d'ètre orientés tous de même et de contenir, par suite, des nombres a fort 
peu près pareils de points; de sorte que, abstraction faite des mailles 
ou carrés du réseau, en nombre relativement insignifiant, coupés par 
le contour des deux figures et par conséquent incomplets, le rapport 
des deux nombres de points compris dans la figure non circulaire et 
dans la figure circulaire égalera toujours le rapport des nombres in¬ 
variables de carrés complets contenus dans chacune d’elles. Et comme 
il est évident que les changements d’orientation sont sans influence 
sur le nombre des points qu’entoure la figure circulaire, il s’ensuit 
qu’ils le seront aussi sur le nombre de ceux, que comprend l’autre figure 
de forme quelconque. D’ailleurs, ce raisonnement, appliqué en parti¬ 
culier à chaque maille, que l’on comparerait à un cercle de grandeur 
proportionnée en l’y reliant par un nouveau réseau de carrés beau¬ 
coup plus petits, prouve même que des mailles égales du réseau con¬ 
tiennent toutes un pareil nombre de points où qu’on les transporte 
séparément sur la sphère, pourvu que ce ne soit pas à des distances 
d’un pôle seulement comparables à leur côté. Par suite, revenant à la 
petite figure proposée, si on la décompose par un réseau à mailles 
assez serrées en un nombre de plus en plus grand de carrés, puis qu’on 
la fasse glisser n’importe où sur la sphère, fût-ce près d’un pôle et 
sur le pôle même, toutes les mailles du réseau ne cesseront pas d’y 
comprendre les mêmes nombres de points qu’ailleurs, à l’exception 
peut-être des plus voisines du pôle, en nombre non moins négligeable 
(relativement) que celui des mailles ébréchées par le contour; et, en 
conséquence, la petite figure ne cessera pas, même dans ces positions 
exceptées jusqu’ici, de contenir toujours, à des écarts relatifs près infi¬ 
niment petits, le même nombre de points. Ceux-ci pourront donc bien 
être dits uniformément distribués ; elles éléments ds } issus du centre 
(d?, y, æ), dont les prolongements y aboutissent, se trouveront indiffé¬ 
remment répartis vers toutes les régions de l'espace, c’est-à-dire sans 
être, en moyenne, plus rapprochés dans tinedireclionquedans une autre. 

Les mêmes conséquences, évidemment, subsisteront, et la distribu¬ 
tion restera uniforme , si l’on imprime aux divers points des déplace¬ 
ments infiniment petits quelconques. 

Enfin, remarquons que ce ne seront pas seulement, sur la sphère, 
deux petites figures égales, mais aussi deux figures symétriques, ser¬ 
vant de base à deux angles au centre analogues ou à deux pyramides 
très aigues symétriques elles-mêmes, qui comprendront constamment 
les mêmes nombres de points et intercepteront les mêmes nombres 
d’éléments rectilignes ds : car de doubles systèmes de fils réduiront 
ces figures à deux assemblages symétriques de carrés tous égaux. 
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H y aura donc lieu, dans le cas de trois coordonnées »r, y. z comme 
dans celui de deux, de prendre les valeurs moyennes de la dérivée 

et de son carré, pour une inimité d'éléments rectilignes ds uni¬ 
formément répartis tout autour du point (.**. y, z). F.tces moyennes se 
composeront, d'après la seconde formule (n), des produits respectifs 


de 


dY dV d F , </F* c/F 1 d F 1 d F dV d F r/F 

» “j— y OU de -7—7 y - 7 -• > -7-7- , 2 —-—, 2 


r/F r/F 
2 d.c dy ’ 


d.r ' dz ' dx* ' dy * ' dz* " dy dz ’ ~ dz dx 

par les valeurs moyennes de a, b et c, ou de a*, ù*, c*, le, ca , ab. Or, 
à mesure que a, b, c deviennent plus nombreux, ou à mesure que Ion 
considère des directions plus voisines les unes des autres, les nombres 
de celles-ci contenues, par exemple, dans deux pyramides très aigues 
ayant leur sommet en (a:, y, z) et symétriques soit par rapport à leur 
sommet, soit par rapport à l’un des plans coordonnés, approchent de 
plus en plus, comme on a vu, de l'égalité, en ce sens que leur rapport 
tend vers la valeur i. Les cosinus a, b, échangeant simplement de signe 
quand on passe d'une direction à son opposée, il y aura donc sensi¬ 
blement, pour a, b , <?, des valeurs négatives aussi nombreuses et aussi 
fortes que les valeurs positives; d'où il suit que les moyennes de a, 
b , c deviendront, à ta limite, infiniment petites en comparaison de la 
valeur individuelle la plus grande, i,de ces cosinus. Pareillement, 
deux de ceux-ci a, b , c étant un à un égaux et de même signe, mais, 
le troisième, égal et de signe contraire, pour deux directions symé¬ 
triques par rapport à un des plans coordonnées, il y aura, très sensi¬ 
blement, autant et d’aussi forts produits bc, ca, ab négatifs, que de 
positifs; et la moyenne de chacun de ces trois produits bc,ca, ab sera 
encore nulle à la limite. Enfin, si, après avoir décomposé l’espace 
d'une certaine manière, autour du point (x,y, z), en pyramides très 
aiguës, ayant leurs sommets en ce point, et avoir ncté les éléments ds 
placés dans chacune, on fait tourner le réseau, supposé indéformable, 
de ces pyramides (sans déplacer les éléments rectilignes ds), de ma¬ 
nière que celle d’entre elles qui contenait Taxe des x vienne s’orienter 
de la même manière le long de l’axe des y, chaque pyramide dans sa 
nouvelle position comprendra sensiblement, d’après ce qui a été dé¬ 
montré, le même nombre d'éléments rectilignes que dans la première. 
Or la valeur du cosinus b, pour ces nouveaux éléments, sera évidem¬ 
ment celle du cosinus a pour les premiers ; d’où il suit que la diffé¬ 
rence entre les carrés a* et les carrés b * sera constamment infiniment 
petite, si l'on groupe convenablement les valeurs de a et celles de b , 
en exceptant peut-être un nombre d'entre elles relativement insigni¬ 
fiant. Cela revient évidemment à dire que la différence entre les valeurs 
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moyennes de a* et de /A ou, pour J a même raison, de c-\ tend vers 
zéro à mesure que les éléments ds deviennent plus nombreux. Or, la 
somme des trois carrés <**, b % , c 4 valant i pour chaque direction, il 
est clair que la somme de leurs moyennes égalera aussi l'unité; ce qui 
exige que ces trots moyennes, d'ailleurs équivalentes finalement, ten¬ 
dent vers la limite J. La deuxième formule (21) et son carré donne¬ 
ront donc, en définitive, 

d F dF* ï /dV* d\* . dV* 

(al; «or - «, nmy ~ q \ 7 Lr* ~~ Tîy* ~ ~dî* /* 

La seconde de celles-ci exprime que /e carre moyen de la dérivée de 
la fonction F(.r, y, -), au point (jt, y, s), suivant toutes les direc¬ 
tions de l'espace, est ta moyenne arithmétique des carrés des trois 
dérivées de la fonction suivant ies directions rectangulaires ( quel¬ 
conques ) des axes coordonnés choisis . Le radical, pris positivement. 


✓ 


d F* dV* dV' 
<£r* ' ds*' 


reçoit donc, en chaque point (.r, y, z) de l’e>pace. la même \aleur 
p/3 moy^, quel que soit le système des axes adoptés. C'est surtout 

dans ce cas de trois coordonnées* plutôt que dans celui de deux seule¬ 
ment examiné tout à l'heure, que Lamé l'a considéré, et lui a donné 
le nom de paramètre différentiel du premier ordre de la Jonction. 
en le désignant par le symbole placé devant le nom de la fonction. 
On écrira donc 


(* 6 ) 


A t F = 


X d.r 


* ~ dVf , rfF_- 

* ^ dr * ~ ds* 


définition qui se réduit à la précédente (24) quand on suppose F in¬ 
dépendant de 5 , 


m*. — Signification géométrique du paramétre différentiel du premier 
ordre ; cosinus directeurs des normales à une famille de surfaces. 


Représentons-nous l’ensemble des points oii la fonction continue 
F(*r, v, -) a une même valeur c : ils sont caractérisés par lequalion 
F(jr, y, z) — c, qui, définissant z comme fonction implicite de .r et de 
v, exprime une certaine surface. Kn donnant ensuite à c un accroisse¬ 
ment très faible de , on obtiendra un lieu de points voisins des pre¬ 
miers, c’est-à-dire une nouvelle surface, qui, sur une étendue finie, se 
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trouvera d'un certain côté de la première si Ton a pris de positif, du 
côté opposé si l'on a pris de négatif; et ainsi de suite. L’équation 
F(.r, y, s) — une constante c représente donc ce qu’on peut appeler 
une famille de surfaces . Leurs plans tangents, défiais par l'équation 
(19) [ p. 49*]» auront d’ailleurs des directions peu différentes en des 
points ( x y y y z) voisins; de sorte que l’espace sera découpé par ces 
surfaces en tranches très minces, à bases sensiblement planes et pa¬ 
rallèles sur de petites étendues. 

Cela posé, si, partant d’un point quelconque (jc, y, 3) de l’une de 
ces surfaces, on s’en éloigne le long de la normale , ou perpendicu¬ 
laire au plan tangent mené en ce point (a;, v, s), jusqu’à la rencontre 
d’une surface infiniment voisine, puis qu'on se rende de même de 
celle-ci à la suivante, et ainsi de suite, sans jamais cesser de traver¬ 
ser à angle droit toutes les surfaces que l’on rencontre, les chemins 
suivis de la sorte, et qui seront des lignes courbes (puisque leur direc¬ 
tion changera insensiblement), constitueront ce qu’on appelle les tra¬ 
jectoires orthogonales aux surfaces proposées. Or cherchons la déri¬ 
vée de la fonction F ( jc, y, z), au point (.r, jk, 5), le long de celle de 
ces lignes qui y passe, supposée parcourue en allant du côté oh 
F(x, y t s) grandit; et appelons, pour fixer les idées, dn , et non ds , 
son élément issu de (.r, y t *)» afin d'indiquer par la lettre n qu'il est 
normal à la surface F = c. Comme l'expression (26) reste la même, 
au point considéré, quelle que soit l'orientation des axes coordonnés 
rectangulaires, évaluons-l’y en prenant un axe des x positifs parallèle 
à l’élément dn et de même sens. Les deux axes desjy et des s seront, 
par suite, parallèles au plan tangent mené en (#, y, æ) à la surface 
F = c qui y passe, et les deux éléments rectilignes dv } ds t tirés à 
partir de (or. y, 3) dans les sens de ces axes, appartiendront au plan 
ou se trouveront parmi ceux qui, rasant la surface, donnent dF = o. 
Ainsi, sous le radical (26), les deux derniers termes seront nuis. 
Quant au premier, dx n’y sera autre chose que l’élément rectiligne 
considéré dn normal au plan tangent, et, par suite, dF y désignera la 
différentielle correspondante de F, positive par hypothèse. Le radical 

dF 

de (26) se réduira donc à et l’on aura 


( a 7) 



Par conséquent, le paramètre différentiel du premier ordre d'une 
fonction de point égale la dérivée de cette fonction le long de la 
trajectoire orthogonale aux lieux des points pour lesquels la fonc¬ 
tion est constante . 
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COSINUS DIRECTEURS DES NORMALES A UNE FAMILLE DE SURFACES. j/ 

Remarquons d'ailleurs que la direction du chemin suivi dn, normal 
en M(«r, y, z) à la surface F( x,y, z) n c 
menée par ce point, se détermine aisément, 
ou que les trois angles a, 7 qu’elle fait 
avec les parties positives de trois axes 
rectangulaires quelconques des x, y, z 
ont leurs cosinus donnés par des formules 
très simples. 

En effet, ce chemin infiniment petit 
dn — MM', sensiblement perpendiculaire 
à la surface TTj lieu des points où la 
fonction F(.r, r, z) prend la même va¬ 
leur F -j- dF qu'en M', est évidemment la rif 
projection, sur MM', de tous les éléments 

rectilignes, ds~ M'A, émanés de M en faisant avec MM'des angles 
aigus o, et qui vont aboutir à la surface TT t , à fort peu près plane 

dF 

dans le voisinage de M'. On a donc dn — ds cos©; et AjF, ou — > 


V' 


vaut 


dF 


dF 


-3--, c'est-à-dire le produit de-par la dérivée -y- de la 

ds coso 1 coso 1 ds 


fonction F dans le sens de ds , puisque le numérateur dF est autant 
l’accroissement de cette fonction le long de ds que le long de dn. Or 

1 dF 


Tégalité A t F 
<* 8 ) 


coso ds 


donne 


coso — 


_L îï 

A, F ds 


Et cette formule continue à subsister quand l'angle » devient obtus, 
ou quand ce n'est plus l'élément ds, mais un autre de direction op¬ 
posée, qui rencontre, en un point À, la surface TT! ; car l'élément 
proposé ds peut alors être regardé comme faisant suite à ce second 
élément rectiligne MA censé parcouru dans un sens inverse ou en ré¬ 
trogradant de A vers M, de sorte qu'il suffit, pour passer d’un cas à 
l'autre, de remplacer MA par AM, c'est-à-dire, dans (28) oü A t F sera 
finalement le même en A qu'en M, dF par — dF et coso par — coso, 
changements qui se neutralisent. 

Les trois cosinus directeurs cherchés cos a, cos cos7, valeurs de 
costp pour trois éléments ds — dx, ds — dy, ds — ds ayant respecti¬ 
vement les sens des x y y, z positifs, seront donc, d'après (28), 


n 1 dF 0 

(29) cos £ 


1 dF 
A, F dy 1 


cos 7 — 


I dF 
A, F ds 



reste d‘csk sv&f.vce ; 

Les mêmes propriétés et formules (27), {a8), (arj) s'appliquent sans 
difficulté au cas de deux seules coordonnées jc t v, sauf à y remplacer 
les surfaces F(jp, r, s)“C par les courbes F y) =zc du plan des 
i.t} courbes qui ont évidemment, dans le plan, leurs trajectoires nor¬ 
males ou orthogonales, et à substituer, par suite, aux plans tangents, 
les simples tangentes que définit l'équation (» '<) [p. 4/*]> en faisant 
d ailleurs abstraction, dans les relations (29), du troisième cosinus 

11» 

directeur cos y, rendu nul par la supposition ~ -- o. r 

< 

f 

46*. — Pente d'une surface; notion des lignes de niveau et des lignes I 

de plus grande pente. 

Mais, dans ce cas de deux, coordonnées jr, v, on peut donner une 
interprétation purement géométrique de la formule (27), devenue 
alors, par une élévation au carré, 

,, rtl dV* (IV 1 dF* « 

tin 1 dr 1 t/y* 

Menons, en effet, par chaque point, m (-r, v) [p. 6i*], du plan des * 

.rv supposé horizontal, une ordonnée verticale, m.\l ou égale à la 1 

fonction F(.r, v v), et considérons la surface s — F (.r, y), ou MQ, lieu 
des extrémités M de toutes les ordonnées pareilles. Les lignes F (.r, y)~c 
du plan des jcy constituent évidemment les projections horizontales des 
lignes, MH par exemple, de la surface, qui ont toutes leurs ordonnées z 
égales à une même valeur e, ou dont tous les points se trouvent à une 
distance constante c du plan horizontal des.cv : on appelle ces dernières, 
comme MIL les lignes de niveau de la surface. II est clair qu'elles 
sont, élément par élément, parallèles et égales à leurs projections 
F( r, y) ~c. telles que mh. Quant aux trajectoires orthogonales, mp 
par exemple, dont dn désigne un élément, elles sont aussi les projec¬ 
tions horizontales d'une seconde famille de lignes de la surface, sa¬ 
voir, de celles, comme MF, qui, ayant leurs éléments successifs dans 
des plans, m MM', menés perpendiculairement aux lignes de niveau MH, 
ne peuvent manquer elles-mêmes de coupera angle droit ces lignes de 
niveau, et constituent, par conséquent, sur la surface autant qu'en 
projection horizontale, leurs trajectoires orthogonales. Ces trajectoires 
orthogonales, comme MP, aux lignes de niveau de la surface, s'ap¬ 
pellent ses lignes de plus grande pente ou, simplement, ses lignes de 
pente , pour des raisons qu'on verra bientôt. 
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Cela posé, l’un quelconque, MM f , de leurs éléments, a évidemment, 
pour sa projection mm* sur le plan des xy t l'élément correspondant dn 
d’une trajectoire orthogonale, /«/>, aux courbes F ( je\ jr c de ce 
plan, et il a pour projection verticale la différence de niveau 
AM' ou ds de ses deux, extrémités, diffé¬ 
rence qui est l'accroissement dV éprouvé 
par l’ordonnée verticale V(x, y) de ia 
surface le long de cet élément rectiligne 

dn. Or le rapport ^ ou ~ de la diffé¬ 
rence de niveau en question AM', au che¬ 
min correspondant dn — MA parcouru 
dans le sens horizontal, représente évi¬ 
demment la tangente trigonométrique de 
l’angle AMM'que fait avec Hiorizontaled/t, 
ou avec le plan des la direction en 
(.r, v, 5) de la ligne de plus grande 

pente MP : il est, par définition, la pente ou la déclivité de celte ligne. 
Et il mesure aussi la pente analogue de la surface : car la ligne de 
niveau MH menée en (or, v, s), intersection mutuelle de la surface 
QMïl et du plan horizontal AMU, constitue, sur une longueur infi¬ 
niment petite, l’aréte de l’angle dièdre formé par le plan tangent en M 
et par ce plan horizontal ; d'où il suit que 1 angle de 1 clément MM' 
de la ligne de plus grande pente avec sa projection horizontale MA 
sur la face AMI! est l’angle plan de ce dièdre, et que, par suite, sa 

tangente trigonoxnétrique exprime indifféremment la pente du plan 

tangent ou de la surface et celle «le la ligne de plus grande pente: 
ce qui justifie le nom de ligne de pente de la surface donné à 
celle-ci, 

», . , . „ d? tfF ch ds . 

Quant aux denvees partielles ^ ou obtenue» en ne 

faisant pas varier soit ,r, soit x, elles représentent les pentes ana¬ 
logues constatées sur la surface, au point (.r, v, 5), lorsqu’on v marche 
à partir «le ce point dans des plans parallèles à celui des z.c ou à celui 
des zv. Ces pentes sont, par conséquent, celles des deux éléments 
rectilignes suivant lesquels la surface est coupée, en M, par deux 
plans verticaux parallèles aux deux axes rectangulaires, mais d’une 
orientation horizontale d’ailleurs quelconque, des x et des y. 

Ainsi, la formule ( 3 o) exprime que, si l'on considère, en un point 
d'une sur J ace donné à volonté , les pentes des deux coupes ou sec- 
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lions faites dans celte surface par deux pians verticaux rectangu¬ 
laires quelconques s’y croisant , la racine carrée de la somme de 
leurs car rés , paramètre différentieldu prem ter ordre de V ordonnée, 
est constante et égale à la pente de la surface . 

U suit de U que nul élément rectiligne, tracé sur la surface an point 
considéré (x, y, a) et toujours tangent en ce point à une certaine 
coupe verticale, ne peut, à moins d'être perpendiculaire à la ligne de 
niveau (ou de déclivité nulle) et de se confondre ainsi avec l'élément 


• • * (tz 

fie la ligne de pente, avoir une déclivité aussi forte que celle, de 

la surface même ou de cet élément de la ligne de pente ; et c'est pour» 
quoi celle-ci mérite, en tous scs points, son nom de ligne de plus 
grande pente de la surface. 



COMPLÉMENT A LA SIXIÈME LEÇON. 


COURBURE DES COURBES PLANES ET PARAMÈTRE DIFFÉRENTIEL DU 
SECOND ORDRE DES FONCTIONS DE POINT; CHANGEMENTS DE 

vahiabi.es. 


51*. — Importance particulière et signification de la dérivée seconde. 


Si nous considérons spécialement ia dérivée seconde /”(x). elle égale 

la limite du rapport ^ r > comme on vient de le voir [p. ioo], 

U*f{x) est l'accroissement, f{x -f- a Ax) — s/(x — \x)-+-f(x), de 
la différence première A/(x), ou J\x — Ax) — /(x), quand x y gran¬ 
dit de Ax. On a donc 


(7) 



il 



et /"(x) est la limite de l'expression 


a r/ïx — a An 
(Ax)» L. 2 




où ne figurent, avec la valeur actuelle /(.r) de la fonction, que des 
valeurs /(.r 4- Ax),/(x 4 - aAx), ultérieures ou correspondant à des 
valeurs plus grandes de la variable. Mais, en vertu de la loi de varia¬ 
tion graduelle, cette expression, nouvelle fonction de .r, ne change 
que dans un rapport négligeable (à la limite) quand x y varie d’une 
quantité de Tordre de Ax seulement. On a donc le droit d'v retran¬ 
cher de x une petite constante, Ax, choisie de manière à y faire pa¬ 
raître autant de valeurs de la fonction venant avant f(x) que de va¬ 
leurs ultérieures : ce qui offrira l'avantage d’introduire une plus 
grande symétrie [sans compter celui d'une convergence beaucoup 
plus rapide vers /(x), comme on verra au n rt 9G*]. El l'on aura, de la 
sorte, pour la quantité dont/'*(x) est la limite. 


a r /ï r — X r\ — 
(Arp[ 
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De même» le rapport 



- Ax l — fi X » 

____ » _ 

' A.r 


qui tend ver9 f f (^) t y tendra 


encore (et beaucoup plus vite d’après ce qui sera démontré dans ce 
n° 9tî‘), si l’on retranche de x la moitié de l’intervalle total Ax des va¬ 
leurs de la variable qui y figurent; ce qui le change en 


/(/ — { A.r ) —f j.r — } Ar) 

A.r 


Désignons par a A, dans ce rapport, par /*, dans l’expression précé¬ 
dente, la différence Ax; et il viendra, en supposant/i infiniment petit, 


( 8 ) 


\ f'*) 


_ jt - 




h \ — f{ r -/,) 
îh 


Or f(x — h) et /(x —A) sont les valeurs de la fonction aux deux 
instants où sa variable présente l’écart h de part et d’autre de sa va¬ 
leur actuelle x; en sorte que leur demi-somme peut être appelée la 
valeur moyenne de la fonction à la distance h de sa valeur ac¬ 
tuelle et, l’excédent de cette demi-somme sur /(x), Y accroissement 
moyen correspondant de la fonction. Désignons-le par s(A), et ob¬ 
servons de plus que son expression £[/(x — h) -r-/{x — A)] —/(x), 
différenliée en y faisant varier A d’une fraction infiniment petite de sa 
valeur, donne 



1 [/'(x * A ) —f{x — A)J, ou 


e Y h > f'(r h "i — f‘t >— A i 
~/r ~~ a/i * 


rapport exprimant la dérivée /"(x), d’après la seconde formule (8) 
supposée appliquée à/'(*r) et non plus à /(x). II vient donc tout à la 
fois, quand h est une variable infiniment petite, 

■> çY/i > î Ydf(.r-i-h) flf(.r — A)1 

o) a*> ji -i ,h > “ -ir •■= ïa [— dk — 

En d’autres termes, la dérivée seconde d’une fonction est le 
produit de Vaccroissement moyen r/u 1 éprouve cette fonction de 
part et d'autre de sa valeur actuelle à une distance infiniment 

petite h y multiplié par le facteur —, ; et elle est aussi le rapport . à 

A. de la dérivée de ce même accroissement moyen lorsque h varie 
d'une fraction infiniment petite de sa valeur, dérivée épatant la 
moyenne de celles, par rapport à h , de la fonction donnée , pour les 
deux valeurs x zlz h de la variable. 
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U dérivée seconde doit à ces propriétés. qui en font comme I» 
mesure de la rapidité d'accroissement moyen de la }onction aux 
environs de la valeur considérée, d'être, à certains égards, ta dérivée 
la plus naturelle et de jouer un rôle capital dan» les applications de 

l'Analyse. 

* 


52*. - Courbure d'une courbe plane- 


En voici une interprétation géométrique très importante. Construisons 
( fa. i3) la courbe UMV qui, rapportée à un système d’axes rectilignes 
Ox, O y, représente la fonction y =/0 ) ! et soient KK', MM', LL' ses 
trois ordonnées infiniment voisines et équidistantes f(,x é)./ ( -r ) 

flx -s- h ). La demi-somme des deux extrêmes se trouvera exprimée 
par l'ordonnée j»M' du milieu p de la corde KL; de sorte qu’on aura 
»(/i) t 11 M, le signe -+- correspondant au cas où le milieu u. de la 
corde KL est, par rapport au point M de l'arc, du côté des y positifs, 
ou sur la droite MY parallèle à Or et de même sens, et le signe - - 
an cas où u est, par rapport à M, du côté des y négatifs, sur le pro¬ 
longement' de YM. On aura donc, d'après le second membre de (9). 


(10) 


OU 


ru) _ 


Or, supposant maintenant les axes rectangulaires , faisons passer, 
par les trois points K, M» L de la 
courbe, une circonférence DKPL, dont 
R désignera le rayon. A la limite, 
cette circonférence possède, en M, 
même tangente que la courbey “/(«*“), 
puisque la direction limite de la corde 
commune ML (ou KM) est la même 
dans les deux. J’appellerai A l’angle 
aigu MTM' de cette tangente MT à la 
courbe UV avec Taxe des abscisses. 

Menons, dans la circonférence ainsi 
obtenue, le diamètre PD qui coupe à angle droit, en {a, la corde kl . 
Son segment pP forme avec l’ordonnée pM' et avec une corde ml:- 
nimenl petite MP, qu’on peut regarder comme étant sur 1 alignement 
de la tangente MT, un triangle dont l’angle en P a son sinus infini- 

ment peu différent de i. La proportion des sinus ^pr — s i n( iMP - v 

IA P 

donne donc, sauf erreur relative négligeable, pM = relation 

h 

B. — I. Partie complémentaire. 


Fig. i3. 
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U P «P 

évidemment équivalente à pM .. ““-irTîTp = D’autre part, ia 

projection M'L', effectuée sons l’angle A, de la demi-corde j*L, égale 
(pL)cosA. 

Le second membre de (io), par la substitution à pAf et à M'L' 


de ces valeurs, devient : : * el UIie propriété connue de In 

circonférence permet d’y remplacer le carré de la demi-corde pL 
par le produit des deux segments t uP, jjlD du diamètre perpendicu¬ 
laire, produit évidemment réductible à aR(pP), vu que le deuxième 
segment pD n’est inférieur au diamètre 2 R que dans un rapport né¬ 
gligeable. L’expression (to) de y* se réduit donc à zi 


_r 

K cos* A 


On 


peut enfin y supprimer le double signe, en convenant de regarder le 
rayon R comme positif ou comme négatif, suivant que le centre C du 
cercle se trouve, par rapportai! point de contact M, du côté des y po¬ 
sitifs ou du côté des y négatifs, c’est-à-dire suivant que ce rayon MC 
forme, avec la parallèle MY à l’axe des r positifs, un angle YMC aigu 
ou obtus. Alors R a constamment le signe de y* y car (jl et C sont tou¬ 
jours, évidemment, du même côté du point Al, Pangle pMC ne pouvant 
qu’être aigu dans un cercle où RMC, plus grand, est droit; et il vient 


ni) 


y ’ " R cos* A ' 


Xous verrons plus loin que le cercle KMLD, mené par trois points 
différents, comme K, M, L, d’un arc infiniment petit de courbe, 
s’appelle son cercle oscillateur ou son cercle de courbure, le centre 
C du cercle, son centre de courbure, et, l’inverse du rayon R, sa 
courbure, ou la courbure de la courbe U Vau point considéré AL 
Qu’il nous suffise ici, pour justifier ces dernières dénominations, 
d’observer, d’une part, qu’un cercle est d'autant plus courbe, ou a sa 
tangente d’autant plus variable en direction d’un bout à l’autre d’un 
arc de longueur donnée, que son rayon est plus petit, en sorte que 
l’inverse de son rayon peut être regardé comme une mesure de sa cour¬ 
bure; d'autre part, que la courbe proposée et, à la limite, le cercle KML 
ont, en Aï, même courbure, définie par ta manière dont la tangente y 
tourne sur une longueur infiniment petite. En effet, les trois ordonnées 
f{x — h), /(je-f-/i) leur étant communes, les expressions (8) 

des dérivées y *et /'de l’ordonnée sont les mêmes en AI dans ces deux 
lignes; et, non seulement la direction de la tangente, caractérisée par 
le coefficient angulairey est actuellement identique, mais elle est 
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en train d’y changer, le long d’un arc infiniment petit d'une certaine 
longueur ML correspondant sensiblement, dans les deux courber, à 
un égal accroissement dx de l’abscisse, d’une me me manière, expri¬ 
mée par la dérivée / ¥ qui mesure la rapidité actuelle de variation du 
coefficient angulaire /'. 

Il suit de là que, si l'on changeait d’axes coordonnés, le cercle oscu- 
lateurmené à la courbe UV en M, et qu'on peut se représenter comme 
ayant dans tous ces systèmes d‘axes la corde ML, ne changerait pas 
de rayon, ni, par suite, de centre; car, de M à L, la tangente uc pour¬ 
rait y tourner toujours sensiblement du même angle, savoir, de celui 
dont elle tourne dans la courbe, si son rayon R n’était constamment le 
même à des infiniment petits près. Ainsi, la courbure, définie comme 
il vient d’être fait, est une propriété de la courbe, ne tenant nullement 
aux axes choisis; et c’est ce que nous reconnaîtrons d’ailleurs plus 
loin d’une autre manière (vers la fin du n 4 60*, p. 7 ^*). 

La formule (u) comporte donc un énoncé très simple quand on y 
introduit cette notion de courbure, surtout lorsque la dérivée pre¬ 
mière/' ou ±: tangA, au point considéré M de la courbe, est nulle ou 
du moins fort petite, de manière à permettre d’attribuer à cos A la 

valeur 1 . Elle donne alors /' = ce qui signifie que, dans une courbe 

plane , la dérivée seconde de l’ordonnée considérée comme Jonction 
d’une abscisse perpendiculaire exprime la courbure, en tout point 
où la tangente fait avec l’axe des abscisses un angle assez petit 
pour que son cosinus vaille sensiblement l’unité . 

57*. — Courbure d'une famille de lignes planes. 

Comme application de cette théorie (p.tra), cherchons quelle est, 
dans toutes les lignes planes représentées en coordonnées rectangles par 

l’équation F(jp, r)=c, l’expression de la courbure définie au n tt 52* 

(p. 66 *) t et trouvée finalement égale à y" cos* A, d’après la formule 
( 11 ) [p. 66 *], Nous conviendrons de compter cette courbure, en un 
point quelconque (jr, v), positive, quand son centre se trouvera sur 
le prolongement de l’élément normal dn le long duquel, à partir de 
(x,y) f la fonction F grandit; et nous la compterons négative dans le 
cas contraire où la normale menée du point (.r, r) à ce centre sera 
opposée à l’élément dn. Cette nouvelle convention se trouvera d’accord 
avec celle qui a été faîte au n° 52* (où nous prenions pour direction 
de repère celle des / positifs et non l’élément dn) quand l’angle de 
l’élément dn avec Taxe des / positifs sera aigu, c’est-à-dire quand la 
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«8* 


fonction F croîtra le long d’une droite infiniment petite dy menée n 
partir du point considéré (x, y) dans le sens des y positifs, de sortir 
//F 

qu'on ait >o: et l’on devra, au contraire, changer le signe, ou 

44 

JO 

prendre pour courbure — y* cos 3 A, quand la dérivée ^ sera néga¬ 
tive. 

Or l'angle aigu A de Taxe des x avec la tangente en (x, y) à ta 

sî fï V 

courbe proposée a pour sa tangente trigonométrique -—> en valeur 

COS A 


absolue, la dérivée/ 7 , c’est-à-dire, d’après la première expression (ai 

db' dV 

[p. i io] égalée à zéro, le quotient de — par ^ : par suite, $in*A 
cos* A sont entre eux comme et il vient, en particulier, 


cos 2 A ~ 


i d F» 

^F)* d/* 


ou cos 3 A 


dF 3 


{F ) 3 d/* 


le second membre devant être pris en valeur absolue, c’est-à-dire avec 
le signe supérieur ou le signe inférieur — suivant que la dérivée 
dF 

sera positive ou négative. La courbure ni:/' ,, cos*À, où le double 

signe correspond justement à la même alternative, deviendra ainsi. 

i /dF 3 \ 

dans tous les cas, ^ /”)* H n ’> a donc qu’à évaluer le pro¬ 
duit ce se ^ €ra en multipliant P ar (^)* I e troisième 

membre, égalé à zéro, de la deuxième relation (ai) [p. i io], puis ré¬ 
solvant par rapport au dernier terme et remplaçant, dans les autres, 

le produit^— /'par sa valeur — On trouvera, pour la courbure 

cherchée, 


» 1 r/dFy^F dF dF d*F 

2 ' R ” (A t F) 3 [\d// dx* 2 dy dx dxdy \dx) dy* J* 

Quand la fonction F(x, /) a ses dérivées partielles successives 
finies pour toutes les valeurs finies des variables, comme il arrive dans 
les courbes algébriques [dont l’équation F(x,/) = c peut toujours 
avoir pour premier membre un simple poljnôme], la courbure n’est 
évidemment susceptible de devenir infinie que par le fait de l’annulation 
du dénominateur (A,F)*, annulation exigeant qu’on ait tout à la fois 

^ — o, = o, ou que le point (x, /) puisse être singulier (p. 48* ). 
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<y 

Donc, en général, les courbes considérées n'ont pas de points où la 
courbure devienne infinie; ce qui confirme l’assertion, démontrée 
autrement au n° 4 - 0 ' (p. $ 5 *)» delà parfaite continuité de direction de 
ces courbes. Mais rien if empêche que la courbure s'v annule; ce qui. 
vu la valeur toujours finie et sensible du dénominateur (A t F) 9 sur 
ces mêmes courbes, se produira à la condition nécessaire et suffi¬ 
sante que le numérateur correspondant égale zéro, ou qu’on ait 

, * ,. , / r/F \* d* F dV dV d* F f dV \* d*F 

(a3bu) \dj) dx* 2 dy dx dxdy ^\dx ) dy* = “ °’ 


La ligne représentée par cette équation (23 bis) en x cl y est donc 
te lieu des points du plan où les courbes de la famille F (x, y ) = c 
ont leur courbure nulle . 

L’expression (a 3 ) de la courbure admet encore une autre forme, très 
simple et très symétrique. Pour l’obtenir, rappelons que, si a et p 
désignent, en chaque point (ar, y) du pian, les deux angles faits avec 
les x et les y positifs par l’élément dn normal à la courbe F(.r, y)=-c 
qui y passe, on a, d'après les formules (29) de la Leçon précédente 

(p, §9*), cos» zzz cos^ ~~, Or, si Ton prend la dérivée 

partielle du premier de ces cosinus par rapport à x et celle du se¬ 
cond par rapport à y, en remarquant que la dérivée partielle de 

t , /77FÏ 7m , 

^ ~y ^ dÿ * en par exem P le > est 


J 'dV d *F i d F d* F\ 
A|F\d> dx* dy dxdv;' 


on trouve pour la somme 


r/ens* dVosS 


dx dy 

membre de (a 3 ) changé de signe. Il vient donc 


précisément le second 


( 24 ) 


1 __ /rfeos* dco* r i'' 
H ““ \ dx dy ) 


Le cas d'une simple courbe, dont on met l’équation sous la forme 
v~f(x) t rentre dans celui de la famille y—/(<#) — c obtenue en 
ajoutant à toutes les ordonnées y une quantité constante quelconque 
t\ II suffit donc de prendre alors F(æ,v) ~y—/(•**) î ce qui donne, 
pour les deux dérivées de F en x et y, — f\&) et 1. c’est-à-dire 
—y' et i, la dérivée y étant censée se rapporter à la courbe propo- 

• _ 1 

sée. Par suite, cosa, cos 3 ont les valeurs «■ ——. » et sont 

v /,-y* y/x^y'* 

des fonctions de x seul. La formule (24) devient donc, en effectuant 
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finalement la différentiation de cos*, 


(* 5 ) 


i d co* at _ d y _ ___ y" _ 

K " dx dx y/'fÜ.yi (y/'fZTya ) 3 ’ 


expression bien d’accord avec la valeur y* cos 4 A qui a servi de point 
de départ, car cos A, valeur absolue du cosinus d'un angle qui a pour 

tangente y» égale bien T inverse du radical ^/i — y'*. 


39*. — Paramètre différentiel du second ordre d'une fonction de point. 


Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de considérer une fonction 
de pointF(x, y), ou F(x, y, z), le long d'un chemin rectiligne pas¬ 
sant par un point donné (,r, y), ou (.r, y, z), et ayant une direction 
quelconque, définie par les cosinus a et b , ou a> b et c , de ses angles 
avec les parties positives des axes rectangulaires pris pour ceux des J? 
et des y , ou des x, des y et des z. Si À, B, ou K t B, C, désignent les 
coordonnées du point de départ de cette droite et s sa longueur jus¬ 
qu'au point (jt, y) ou (x, y, z), ses projections x — À, y—■ B, ou 
x—À, y— B, z — C, sur les axes, ont évidemment les valeurs respec¬ 
tives as et bs y ou as , bs et es ; de sorte que x et y, ou x, y et z, sont 
bien des fonctions linéaires de la variable indépendante s . Leurs déri¬ 
vées respectives étant a et b , ou a, b et c, la formule symbolique de 
différentiation (17} [p. 108] devient 

, d d , d . d , d d 

(a8) ~r — soit a ~ ~, soit a -3 —- b-, —f-c-r-i 

' ds dx dy dx dy as 


conformément, du reste, à la relation (ai) de la Leçon précédente 
(p. 5 a*); et, d'après (27) [p. 11 3 ], la dérivée seconde de la fonction 
de point reçoit les expressions 


. t d> F 
soit a* -S--S- 
dx* 


.. d*F , d*V 
b* -y- -4- 9.ab -— 7 - 
dv* €(x dy 


(*9) 


d* F 
ds* 


— I soit a* 


d* F 
dx* 


b * 


d* F 
dy * 


tf*F 

ds* 


, d* F d*F 

*kbc • T - .y - -r- a ca 


dy dz 


dz dx 


*ab 


d*F 
dx dy 


Il y a lieu de se demander, comme nous l'avons fait précédemment 
pour la dérivée première de la fonction le long de l'élément rectiligne 
(P- 5a*), quelle est, au point (x, jr) ou (.r, y, s), la moyenne des 
valeurs qu’acquiert cette dérivée seconde, quand la direction («, b) 
ou (a, b , c) varie de telle manière que l’élément ds prenne indiffè- 
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remment toutes tes orientations possibles autour du point (jr, y) ou 
(je, v, -). Ce calcul sera pareil à celui de la valeur moyenne du carré 

rfi F 

de la dérivée première, carré auquel les expressions (29) de de¬ 
viendraient identiques si l'on remplaçait chaque dérivée seconde de F 
par le produit des dérivées premières qui se notent au moyen des 

d d d 

mêmes svmboles Donc, les moyennes de ab t bc % ca étant 

v dx dy dz 

nulles et celles de a*, ù* t c* valant | ou J, comme ou a vu, il viendra 
les formules, semblables aux secondes ( 23 ) et (a 5 ) de la Leçon précé¬ 
dente (pp, 53 * et 57*). 


fîo) 


I 


, 1 (fl* F d*F 

SOlt l\dI* ^ &)' 

, 1 fd*r d*F d*F\ 

S0,t ï (dx* dy* dz*}' 


11 suit évidemment de là que l'expression 


d *F d* F d* F ^ </*F 

dx* dy* ° U dr* dy* dz* 


reçoit, au point considéré (jr, r) ou (.r, y, 3), la même valeur, 

d*F a d *F « V * , , j 

a raoy ~jy ou 3 mov -^7 * q ue l c î ue so >t I e système des axes rectangu¬ 


laires auquel on rapporte l'espace où existe la fonction de point F. 
Lamé a donné à cette expression le nom de paramètre différentiel 
du second ordre de la fonction, et Ta représentée par le symbole A* 
suivi de la lettre désignant la fonction. Ainsi ce symbole A â est défini 
par la formule 


(3i) 



d* 
7 iz*' 


Le paramètre différentiel du second ordre exprime donc , au /ac¬ 
teur constant près -* ou J , ce qu'on peut appeler la dérivée seconde 
moyenne de la fonction dans Vespace au point considéré , c'est- 
à-dire ta moyenne des valeurs de sa dérivée seconde effective le long 
de toutes les droites infiniment petites qui s\v croisent . 


60*. — Signification géométrique et importance de ce paramètre 

différentiel. 

Mais, d'après la formule (9) [p. 6j*], chacune de ces valeurs me¬ 
sure proportionnellement l'accroissement moyen éprouvé par la fonc¬ 
tion quand on s’éloigne de part et d’autre du point considéré (x. n 
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ou (x t y,z) à une distance infiniment petite h le long de la droite 
correspondante, ou, encore, la valeur moyenne de ia dérivée, par 
rapport à A, de la fonction, eu ces deux, points situés à ia distance A de 
part cl d‘autre de (x, y) ou de (x, y, 5) ; en effet, la formule (9) 

A* d* F 

donne, pour l'accroissement moyen en question, — et, pour la dé** 

rivée (en A) correspondante, h • Or, à une même distance A tout 

autour du point (x, y) ou (x, y, -), les points, opposés deux à deux 
sur les diverses droites 2 h qui sy croisent, 0C1 l’on évalue ainsi soit 
l'accroissement éprouvé par la fonction, soit la dérivée de la fonction 
par rapport à A, se trouvent uniformément répartis sur la circonfé¬ 
rence ou sur la sphère décrite du centre (x, y) ou (x, y, 3) avec le 
rayon A. Donc, l’accroissement moyen général de la fonction F sur 
toute l'étendue de cette circonférence ou de cette sphère,à partir de la 
valeur F(x, y) ou F(x, y, .3) relative au centre, aura pour expression 

le produit du facteur commun J A* par moy que donne la formule 

( 3 o); et la dérivée en A du meme accroissement moyen, ou la valeur 
moyenne des dérivées premières de la fonction suivant les normales 
dh à toute cette périphérie, égalera de même le produit de h par 
d* F 

moy Ainsi, en appelant F, la valeur de la fonction en un point 

eti? 

de la circonférence ou de ia sphère et, par suite, —, sa dérivée dans 

le sens normal du prolongement dh du rayon qui aboutit à ce point, 
U viendra 


(. 3 a) moy(Fj 


A* h* 

F)-~A,F ou ^F, 


d F, A. _ h „ 
mov —~ = - A*F ou yA*F. 
- dh a 3 


Donc le paramètre différentiel du second ordre d’une fonction, en un 
point donné, mesure proportionnellement soit Vaccroissementmoyen 
<m'éprouve la fonction tout autour, à une même distance infini¬ 
ment petite, soit la dérivée moyenne de la fonction suivant tous les 
éléments rectilignes menés à cette distance et qui s'éloignent du 
point donné, c'est-à-dire normaux extérieurement à une circonfé¬ 
rence ou à une sphère l'ayant comme centre. Pour ces deux raisons, 
le paramètre différentiel du second ordre est en quelque sorte la dé¬ 
rivée par excellence, une dérivée qui exprime ce qu’il y a de plus 
général dans la manière dont varie la fonction de point. Aussi joue-t-îl 
un rôle exceptionnel dans la théorie des phénomènes naturels. 

Son importance est capitale même en Géométrie pure, comme on 
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verra surtout au numéro suivant. Contentons-nous ici de nous eu 
servir pour vérifier que l'expression (24)[p. 69*] de la courbure d'une 
famille de lignes conduit bien à la meme valeur de cette courbure, en 
chaque point du plan, quel que soit le système des axes rectangulaires 
des x et des / adoptés. Il suffit, pour cela, d'évaluer les dérivées en æ 
et y des deux cosinus directeurs cos*, cos£, égaux respectivement à 

-L —et à —, en observant que la différentiation des fao- 
A,F dx AjF dy 1 

i . . d cos » d e^ts ^ . . 

leurs donne en tout, dans la somme -j- —i—< la partie 


, /r/AiFrfF rfijFdF', t /^A,F_ 

dx dx dy dy J AiM, dx dy r / 

et que, dans celle-ci, la quantité entre parenthèses peut s'écrire sim¬ 
plement d'après la formule symbolique (a8)[p. 70*] appliquée 

à la fonction de point A, F pour l'élément rectiligne ds~=-dn normal 
en y) h la courbe F(jt, y) ~ c, Il vient ainsi 


d cos* 
dx 


d cosS __ j__ /dVF __ d*F\ _ i__ rfAjF 

~~üy~ " À|F \//x* dy* ) A, F dn 

-. JL /a* F C ^ 1 ^ V 

-TT'V A * 1 ,1., r 


aTï'V 


expression oii n'entrent que les deux paramètres différentiels de la 
fonction et la dérivée du premier d'entre eux dans le sens normal 
aux courbes lieux des points où la fonction est constante. 11 n y fi¬ 
gure donc rien de relatif à un système particulier d’axes. 

U est clair que cette transformation s’applique sans aucun change¬ 
ment, dans l’hypothèse d'une fonction F(.r, y, s) de trois coordon- 

.... d eo« * d cos S d cos v 

nees rectangulaires, à la somme — <r —j- -f- • -~- y cos*, 

cos^, cosy désignant (p. 09*) les cosinus directeurs —p ^7 < 

•—, de l'élément rectiligne dn mené, en (a*, y, s), normalement 
Ajr dz 

à la surface F(.r, y-, s) = c qui y passe et, par exemple, du côté où 
la fonction F grandit. On a donc alors 


(/CPS* 

dx 


d cos£ de os y __ » 




d Ai F' 
dn ) 


relation dont la précédente ( 33 ) est un cas particulier, celui où la dé¬ 
rivée de F en v s'annule. Ainsi, dans une famille de surfaces 
F(*c, y y 5) “"C, la somme des trois dérivées des cosinus directeurs 
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de la normale, par rapport aux coordonnées rectangulaires cor¬ 
respondantes des points où on la mène t est une fonction de ces coor¬ 
données (pii ne dépend nullement des axes choisis. 


61*. — Courbure moyenne en un point d'une surface : son expression 

dans une famille de surfaces. 


Mais demandons-nous quelle est la signification géométrique de 
cette somme remarquable 


(35) 


d cos % rfcosft d cos 7 

d.r <ty dz 


À cet effet, nous souvenant que sa valeur en un point M(#, y, z> 
ne dépend pas des axes choisis, nous adopterons { ftg. i4 ci-après i 
<*eux qui paraissent devoir v simplifier le plus possible son expres¬ 
sion, savoir deux axes des x et des y parallèles au plan tangent en 
M(.r, y , j) à la surface F(x, y s s) ~ :c, que je supposerai être SS,, 
et un axe des z dirigé du côté vers lequel la fonction F grandit» 
partir de (j*, y, z)\ de manière que cosa, cosji, cosy prennent 
respectivement, en M, les valeurs o, o, i, Gomme on aura partout, 
entre les trois fonctions cosa, cos , 3 , cosy, fa relation 


cos* 2 —- ros* 3 — cos* y — I — o, 
celle-ci, différenliée en z et puis divisée par a, donnera 


f 35 bis 


cos a 


d cos* 
dz 


- d cos 3 

co.« t 3 — t y- — cos y 


d cos v 
dz 


* ... 


o. 


Or les dérivées partielles de cosjt, co$£, cosy, où A,F figure comme 
dénominateur, ne deviennent infinies, au moins quand la fonction 
F(jt, v, -î) est partout finie et continue ainsi que ses dérivées par¬ 
tielles, qu'aux points où ce dénominateur A, F égale zéro : circonstance 
exigeant que les trois dérivées de F en x-, V, s s’annulent à la fois, ou 
(p. oi*) que le point (or,/, z) puisse être un point singulier. Ab¬ 
straction faite de ce cas tout exceptionnel, la relation (35 bis) se ré¬ 
duit donc, pour le point proposé où cosst, cos£, cosy ont les valeurs 

o, o, i, à ~ ^=0 ; ce qui fait disparaître te troisième terme de ( 35 ). 

Mais les deux premiers termes, seuls subsistants, sont deux dérivées 
de cosat et cos£ obtenues sans cesser de considérer la même surface 
F(«r,puisque les deux éléments rectilignes dx et dy, le 
long desquels on les évalue, lui sont tangents, ou se confondent avec 
deux de ses cordes infiniment petites. On peut donc, à la famille 
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donnée F(,r,jK, z) r~c, en substituer toute autre, poui-vu que cette 
surface SS, s’y trouve, et, par exemple, imaginant qu’on ait mis 
l’équation de celle-ci sous la forme z ”/(#, y), considérer la famille 
z — f(x % y) une constante, dont toutes les surfaces se déduisent de 
la proposée SS, en allongeant ses ordonnées z d’une même quantité 
positive ou négative. Alors F( jc t y, z) est remplacé par z—f{x y r) et 
'JF dV dV v , âf df J ~dfi~ im 

dx dy d* 9 Ar dy dx 1 dy* 

dépendent pas de 5. Or, dans la parenthèse du second membre de ( 34 ). 
l'élément dn> normal ù la surface au point M dont il s’agit, se trouve être 

justement dirigé suivant les z positifs, de sorte que n’y est autre 

Ai F ir 

que -^7-et, P ar conséquent, s'annule. De plus, A, F s'v réduit à^— 

ou r, vu que, les éléments rectilignes dx et «frétant parallèles au plan 
tangent ou appartenant à la surface F(#, y, s) —c, la fonction F ne 
varie pas suivant leur longueur et a ses deux dérivées en x et en y 

nulles. Comme A t F, de son c6té,se réduit à — ( f- c'est-à-dire 

dx* dy 1 J 

au paramètre différentiel changé de signe, —A,5, de l’ordonnée 
•* — /(.**, v) supposée fonction de point dans le plan des xv, le second 
membre de ( 34 ) devient en définitive — A t z; ce qui, sauf le signe, 
est, d’après la première formule ( 3 o) [p. 71*], le double de la valeur 

moyenne de la dérivée seconde évaluée, pour le point ni (<r, r) du 

plan des xv, suivant toutes les droites, comme Km qui s*vcroisent. 

Cela posé, voyons ce qu’exprime dans la surface donnée SS, «ne 
pareille dérivée seconde. Menons par l'ordonnée î = mM, qui lui est 
normale en M(;r, y, 5), et par la droite en question Km du pian des 
xy, le plan sécant K/m'M', et traçons la courbe MM', dite section 
normale, suivant laquelle il coupe la 
surface SS,, courbe dont la tangente 
MT, étant située dans un plan tangent 
parallèle aux xy% sera elle-même pa¬ 
rallèle à K m. Si nous définissons celte 
courbe par ses ordonnées comme 
Mm, abaissées perpendiculairement 
sur sa projection K/w' prise pour axe 
d’abscisses s comptées à partir d’une 
origine K quelconque, son équation 
sera évidemment celle de la surface 
z - '/{x, y), mais où x et y, coordonnées 


Fig. 14. 
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exemple, de Km, devront être remplacées par leurs valeurs en fonc¬ 
tion de K m ~ s, valeurs linéaires qui sont, comme on a vu, x ~ X -4- as, 
y-U~*r-bs, A. et B désignant les deux coordonnées de l'origine K des 
abscisses et a, b les cosinus respectifs des angles de Km avec Ox et 
O v. Donc, vu Je principe démontré à la fin du n d 52 * (p. 67*), la dé- 

rivée seconde > prise pour le point M(.r, y,*) Où s'annule le coef¬ 
ficient angulaire de la tangente MT, représente la courbure d’un 

arc infiniment petit MM'de la section normale correspondante. Par 

d* F 

suite, le paramètre différentiel considéré, A*« ou amoy » exprime 


le double de la valeur moyenne des courbures qu'affectent, au 
point M(.r, y, s), les sections faites clans la surface F ( <r, y, z)~c 
par une infinité de plans (normaux) se croisant suivant la normale 
qui y passe et offrant indifféremment toutes les orientations sur le 
plan tangent perpendiculaire. Cette valeur moyenne des courbures 
de toutes les sections normales en un point d'une surface s'appelle la 
courbure moyenne de la surface pour le point en question; on voit 
que c'est une quantité parfaitement déterminée, moitié de l’expression 
(. 34 ) changée de signe. 

En résumé, pour toute famille de surfaces dont l’équation a la forme 
F(jt, v, ;)™c, et dont on demande la courbure moyenne, en un 
point ( x, y, s) oi» l'élément rectiligne dn qui leur est normal fait 
les angles x, p, 7 avec les x, y, z positifs, on peut poser la formule gé¬ 
nérale 


Courbure inovenne 


H6> 


d cos x 
dje 


K 

ïir ( Ai 


f/oo$3 de os y 


dy 

V 

dA,F s 
dn 


dz 


) 




les courbures dont on prend la moyenne s'y comptent positivement, 
d'après la démonstration donnée, quand leur centre est sur le pro¬ 
longement de l’élément normal dn, censé mené, à partir du point 
(.r, y, z), du côté où la fonction F(x,y,z) croît; elles y sont, au con¬ 
traire, comptées négativement quand leur centre se trouve dans la 
direction normale opposée. 

Lorsqu'il s’agit d'une seule surface, dont l’équation est z zz:f(x,y), 
on peut la regarder comme faisant partie de la famille z —/*(<£, v)=c t 
obtenue en ajoutant une même constante quelconque c à toutes les 
ordonnées, c’est-à-dire en imprimant à cette surface, clans le sens 
des 5, une simple translation plus ou moins grande. Alors les dérivées 
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/ «* #ri 

ou paramètres A ; F, ijF prennent les valeurs, iudépen- 

«• 

dantcs de 5, 

df df J dp W* /d\f . d‘/\ 

~d}’ '• y ~~ <?tr» ~ dp' -\dP.^dPr 


qu'on peut écrire aussi —• > 


il' i» 


Aj3, vu que 


5 égale alors, dans la surface proposée, la fonction /(-/*, y*. Les 
expressions de cosst, cos£, cos y. produits respectifs de ■—p par 


— , —, se simplifient donc et deviennent, notamment, iudé- 

dr dy dz 1 

pendantes de z . En particulier, le second membre de la formule ( 36 1 
donne 


l d 

r i *1 

| Courbure moyenne — - -q 


l 1 d 

r >. 

f a dy 

IVi-+-ùiï) 5 J y J 


Il n’est, d'ailleurs, pas nécessaire, pour que celte expression de la 


courbure moyenne se réduise sensiblement à ^ A*avec une erreur 
relative inférieure à une quantité donnée quelconque, que le para- 
mètre différentiel A^, pente de la surface, soit nul. Il suffit qu’il soit 
assez petit. Car, alors, la coupe MM' de la surface par un plan mené 
suivant l’ordonnée qui est à fort peu près normal en M (au plan 


tangent a sa tangente MT presque parallèle à l’axe K m ’des abscisses s 
dont il vient d’ètre parlé, et la formule (n) ci-dessus (p. G6*) donne 

encore presque exactement, pour sa courbure, la dérivée seconde ~~ 


dont la valeur moyenne est bien -J-Aj.*, Or, par raison de continuité, 
les courbures dont on prend ainsi la moyenne, ou qui sont celles de 
sections légèrement obliques réparties uniformément autour de lcr- 
donnée 5 , ne diffèrent relativement que fort peu des courbures de 
sections en même nombre ayant leurs plans très voisins des leurs et 
réparties uniformément autour de la normale, courbures dont la 
moyenne serait celle même de la surface, qu’exprime la formule (37). 

Ôn obtiendra donc «ne interprétation géométrique très simple du 
paramètre différentiel A* de toute fonction de point existant dans un 
plan horizontal de coordonnées rectangles ar t y, en multipliant les 
valeurs F(.r, y) de cette fonction par un même facteur extrêmement 
petit, mais d’ailleurs quelconque, e, puis, en menant au plan les très 



TÜËqMMH D'si; LE R fit'R 14. COLmÜHE i>R DEUX S B CT» NO DM. RK'Ï, 


? 8 * 

courtes ordonnées verticales s -_-~BF(.r, y), de manière à représenter 
la fonction, proportionnellement, par une surface à pentes très faibles 
sA t F(«c,y ) : sa courbure moyenne à l’extrémité de l'ordonnée dont 

le pied est le point (.r, y), égalera, sauf «ne erreur relative négli¬ 
geable, [ a 2 ^ -- 41 A s F, et mesurera, par conséquent, à un facteur 
constant près, le paramètre différentiel du second ordre de la fonc¬ 
tion donnée. On voit en effet que, dans ( 3 ^), le radical y/7 " 7 - (A, 3 )*, 

ou fi s*Aj V{x,y\. peut être remplacé par l’unité, et les fonc- 

a ds dz <fF dV 

lions entre crochets —cos a, — cosp par ou par s 1 df' 

avec des erreurs relatives partout de l’ordre de i * seulement, c’est- 
à-dire avec des erreurs absolues, sur ces fonctions entre parenthèses, 
de l’ordre de s 3 , et ayant leurs dérivées respectives en x et y du même 
ordre; ce qui donne bien, à fort peu près, \ A *3 pour le second membre 
de ( 37 ). La courbure moyenne aurait eu, au contraire, l’expression 
non simplifiée (37), en rapport bien moins direct avec A 2 s, si Ton 
avait pris 3 ~F(.r,y), ou que l’on eût négligé d’atténuer dans le 
très grand rapport de 1 à t les pentes Aj^, par la réduction de toutes 
les ordonnées à leur s iimo partie. 

Mais revenons à une surface quelconque et à la forme simple, A s 3, 
que prend le double de sa courbure moyenne en (#, y, 3), quand on 
adopte un plan des xy parallèle au plan tangent mené en ce point à 

JJ « 

la surface. Celte expression A t z se compose des deux termes 

qui sont les deux valeurs spéciales de pour les deux sections 

normales parallèles aux axes rectangulaires des x et des y, dont l’orien¬ 
tation est restée arbitraire dans le plan des xy. Donc, en tout point 
d*une surface , les courbures de deux sections normales rectangu¬ 
laires quelconques ont une somme algébrique constante, égale au 
double de la courbure moyenne de ta surface au même point. Ce 
théorème important est dû à Euler, qui l’a trouvé par une tout autre 
voie. Il se présente ici, on le voit, comme un cas particulier de l’in¬ 
variabilité des paramètres différentiels du second ordre quand les axes 
coordonnés changent, de même que, à la fin de la Leçon précédente, 
le fait de l’invariabilité analogue du paramètre différentiel du premier 
ordre avait fait reconnaître la constance, en tout point donne d’une 
surface, de la somme des carrés des pentes des deux sections faîtes au 
même point, dans la surface, par deux plans verticaux rectangulaires 
quelconques. 

Observons enfin que la formule ( 36 ) comprend celle, (a$) [p. 69*], 


u 

e 


X 

« 

a 

v 
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de la courbure d'une famille F (y*, r) ■“ c de lignes tracées dans h 
plan des xy\ car, si Ion imagine la famille de cylindres y) --1\ 
lieux des droites parallèles à l'axe des z émanées des divers points 
de ces courbes, chacune de celles-ci F(x, y) ;~c, en un quelconque 
de ses points sera une section normale d’un cylindre et, la droite (ou 
génératrice) correspondante, la section normale rectangulaire: leurs 

courbures respectives étant ^ et zéro, la courbure moyenne du cv- 

lindre ne sera autre chose que — R . Donc le double, R > admettra bien, 

d'après ( 36 ), l’expression (a 4 ). - car on aura 

. dF 

ici -jr ” o ou cos 7 = o. 

W«i 

62*. — Des changements de variables. 

Les premières variables qui se présentent dans une question et dont, 
par exemple, l’une, x , est indépendante, tandis que les autres, y, z,..., 
sont fonction de celle-là, ne se trouvent pas toujours les meilleures 
qu’on puisse y considérer, en ce sens qu'il en existe fréquemment 
d’autres, liées par des équations assez simples à x, y , z, ... , et qui, 
substituées a celles-ci dans les relations que la question comporte, 
rendent ces relations beaucoup plus faciles à interpréter ou beaucoup 
plus propres à faire connaître le mode de variation des quantités in¬ 
connues, Il y a donc lieu de chercher comment les dérivées succes¬ 
sives en x de y % s, .... dérivées pouvant figurer dans les relations 
dont il s’agit, s’exprimeront au moyen des nouvelles variables, Ç f ij, 

î, ..., qu’on veut substituer à x, y, z f _ 

Distinguons, parmi ces nouvelles variables, celle qui sera censée 
indépendante, % par exemple. La précédente variable indépendante x 
variant en même temps qu'elle, chacune des deux égalera une cer¬ 
taine fonction de l'autre; pour fixer les idées, j’appellerai ç la fonction 
qui exprimera ainsi x au moyen de £; autrement dit, je poserai 
æ* = o($), et Ê, en tant que dépendant de x> sera la fonction inverse, 

dont la dérivée ^ égale, comme on sait, ‘ Cela posé, toutes les 
ax <p(;) 

variables de la question, variant simultanément d’une manière déter¬ 
minée, sont fonction de l’une quelconque d'entre elles, et l'on peut, 
d’une part, les regarder comme dépendant de Ç, tandis que l'on regar¬ 
dera, d’autre part, £ comme dépendant de æ. La fonction v, par 
exemple, sera ainsi fonction de x par l'intermédiaire de$; et l'on 
aura, d’après la règle de la différentiation des fonctions de fonction, 





8 u* xorvru.E» EXPnKssioxs des ,ixc. dkiuvekh, dans les ciuxu. de va». 


i y ^ » relation signifiant nue la dérivée par rap- 

djr d\ dx d* 

port à x de la fonction quelconque v s'obtiendra en multipliant par 


le facteur - V la dérivée en ; «le celte fonction v. C‘e*t ce qu expri- 

mera encore mieux, en appelant pour plus de brièveté x' la dérivée 
o r ($) de .r par rapport à 5, la formule symbolique 


f 38) 


fl I d ' 
dx ~~ o< $ ’i d\ 


ou 


d i d 

di P d\ ’ 


dans laquelle est laissée en blanc la place de la fonction y, afin qu'on 
puisse v inscrire, ou encore mettre à la suite, telle fonction de x ou 
de ; qu'on voudra. Le problème proposé sera donc résolu pour la dé¬ 
rivée première de toute fonction donnée, si Ion a soin dexpumer 
préalablement x au moyen des nouvelles variables S, r„ Ç. ...,de 
manière à pouvoir, dans le second membre de ( 38 ), remplacer la déri¬ 
vée *'(;) ou x' par une valeur ne dépendait! explicitement que de ces 
variables ou de leurs dérivées en et si l'on a également soin d ex¬ 
primer de même, dans ce second membre, la quantité differentiée quon 
veut éliminer des formules, en fonction des nouvelles variables $,t,, 

Or la dérivée première > par exemple, obtenue de la sorte, sera 

une nouvelle fonction de ; ou de x à laquelle la règle de différentia¬ 
tion en x exprimée par la formule symbolique ( 38 ) ne conviendra pas 
moins qu'à ta fonction y elle-même. On aura donc, pour la dérivée 
seconde de y en x, puis pour la dérivée troisième, etc., les expres¬ 
sions, de plus en plus compliquées, 


i d / i rfy\ 

(39) dP* - p dt\x' <%r 


<pv i </ r t d /j_ dy\*j 
dP 3 “ P d\ L? d\\P d\) ]. 


Développons les calculs en désignant, pour abréger, par /, la dé¬ 
rivée de y par rapport à S, et en nous souvenant de la règle de diffé¬ 
rentiation d'uue fraction (p. 38 ). U viendra, après des réductions immé¬ 
diates, en commençant par la dérivée première et appelant, d'ailleurs, 
x »^ . v ” y y m , .,. les dérivées successives de x et v K en £, 


I dy y 
dx ~ x ,y 
d\y __ py-yr 
dx * x ' 3 

1 d*Y x , (.r[y m — v\r m \ — 

f dx 5 ~ 


1 





EXEMPLES, AVEC EMPLOI DR rORJflir.KS Bff PARTIR MttfROllOCK*. St* 


On voit que l'ancienne dérivée d’un certain ordre d’une fonction 
exigera généralement» pour son expression au moyen des nouvelles 
variables» l’emploi de toutes les nouvelles démées successives tant de 
cette fonction que de l’ancienne variable indépendante, jusqu'à celles 
de l'ordre considéré. 


Si l’on prend, en particulier, comme fonction/, la nouvelle variable 
indépendante Ç, fonction inverse de x — on aura pour sa dérivée 

première/ la valeur^ ou i; et, par suite, les dérivées plus élevées 

y\ y m y ... seront nulles, H viendra 


cft i d l \ t d *£ 3 r *— r x m 

dr = x ,y dx* ~~ IP*' dr* x‘ r 


Telles sont donc les relations existant entre les dérivées successives d’une 
certaine fonction x de Ç et les dérivées de la fonction inverse ; 
considérée comme dépendant de j\ La première de ces relations nous 
redonne la formule, déjà rappelée tant de fois, de la dérivée première 
d’une fonction inverse. 


63*. — Exemples de simplifications produites par de tels changements. 

Voici trois exemples, dont les deux premiers sont très importants, 
des simplifications que peuvent produire dans les formules d’un pro¬ 
blème certains changements de variables. 

Proposons-nous de trouver l’expression générale des fonctions y dej- 
auxquelles leur dérivée est constamment proportionnelle, ou qui, en 
d’autres termes, satisfont pour toutes les valeurs de x à l'équation 

è a / r=o, * désignant le coefficient donné de proportionnalité. 

Cette équation peut s’écrire encore, sous une forme en partie symbo¬ 
lique, 

(*»> (3;-/ = °’ 

l’expression— zjv signifiant qu'on doit opérer comme si ^ —* 

était une quantité algébrique à multiplier par /, sauf ensuite à ne re¬ 
garder, dans le résultat, la multiplication comme effective que pour 
le terme — a r, le seul qui puisse être un produit, et à l’interpréter 

dans le sens d’une différentiation pour l’autre terme ou qui 

est visiblement une dérivée et ne comporte pas d’autre sens. On voit 
B. — I. Partie complémentaire , (i 
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de suite que celle équation, divisée par », devient *-*/ °» ou 


_ 5 ?! .. v = o» et fiue, si Ton prend *x pour nouvelle variable £, la 

d{ XT) 

constante a n'v paraîtra plus. Posons, en effet, 

î , i dy dv 

î = *' : dm. *«5’ 


l'équation 1 — v -- o se réduira bien à —■ — Y — o. La fonction y 

de \ égale donc sa dérivée, comme l'exponentielle e*\ ce qui porte à 
pen>er qu elle doit varier de la même manière qu’elle, ou lui rester 
proportionnelle. Le rapport de / à e* ayant ainsi, vraisemblablement, 
une expression très simple, prenons-Ie pour notre nouvelle fonction t„ 
ou posons / —e*r,. Le produit A, substitué à / dans l’équation, 

avec sa dérivée en g qui est e* ^ -r A„ donne, après réduction, en 

divisant finalement par le facteur e* (fini et différent de zéro pour 


toutes les valeurs finies de ;)> ^ -=o; el 1 «quation du problème se 

trouve, de la sorte, tellement simple, que son interprétation devient 
immédiate, puisqu'elle exprime que la fonction r it ayant sa dérivée 
identiquement nulle, peut être une constante quelconque c, mais 
pas autre chose. Donc l'expression générale cherchée de / est ce*, 
c'est-à-dire ce**. 

Compliquant un peu la question, cherchons, en deuxième Heu, des 
fonctions de x dont la dérivée seconde se compose de deux parties, 
proportionnelles, l’une, à la fonction même /, l’autre, à sa dérivée pre¬ 
mière. Cette seconde partie est 2» si » désigne la moitié de son 

coefficient, et l'autre partie, produit de / par une constante, peut 
toujours se mettre sous la forme — (* ! ±. £ 4 )/, en appelant la va¬ 
leur absolue de ta somme, négative ou positive, de celte constante et du 
carré »* de la précédente ». Le problème est donc défini par l'équa¬ 


tion 


dx* 



— (**:+:£*)/ 


ou 



On peut l’écrire aussi, d'une manière en partie symbolique comme la 
précédente ( 4 2 )» 


<43) 



nu 



>)V 
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HV 


l'expression (jf~ - aj*désignant, à volonté, soit Je développement 

ffl ~~' Î ' X Tic ^ **' *1*” en sera * 1 * e carré "* ^ exprimait une quantité, 

soit la répétition de l’opération indiquée par — «, c'est-à-dire (tu 

la lettre y qui suit) Impression — *)(ju — */)> qui signifie 

qu’il faut prendre la dérivée en x de la fonction ^ — a y et en re¬ 
trancher le produit de a par cette même fonction. En effet, cette ex¬ 
pression revient au développement trinôme précédent, par suite de ce 
fait que le terme — a y a son coefficient a constant et ne donne lieu 
dans la différentiation à aucun dédoublement; en sorte que cette opé¬ 
ration s’y indique à la manière de la multiplication algébrique d’une 

d dv 

fraction variable par — aj, dont le produit serait — a 

Comme nous venons de voir que l'expression ^ — aj était fort sim¬ 
plifiée par la substitution, k y, de la nouvelle variable r, obtenue en 
posant y = r,*?**, introduisons celle-ci. La dérivée de r,e 5U; sera 

fi 

.Ji g** 4. vt e ix > et il viendra, pour son excédent sur %y t e xx . Cette 

expression est analogue à celle, ^e**, d'où l'on est parti, et, en lui ap¬ 
pliquant l’opération indiquée par le nouveau facteur symbolique 

•--a elle donne de môme e* 4 *. La seconde équation ( 43 ), di- 

dx «•r* 

visée par puis par p*, devient donc 


( 14 ) 


d*r t 

dx x 




ou bien 


3 * da. r* " 


r t = o : 


et il suffit enfin de prendre pour nouvelle variable indépendante $ le 
produit $x, c'est-à-dire de poser 



pour la ramener à la forme, extrêmement simple, ±:t, =o. Donc 

la question proposée revient à chercher les fonctions r, de £ qui éga¬ 
lent en valeur absolue leur dérivée seconde, en avant signe contraire 
ou même signe suivant qu’il s’agit de prendre, dans ( 43 ), le terme ±p* t v 
avec le signe supérieur -h ou avec le signe inférieur —. On voit im¬ 
médiatement que, dans le premier cas, les fonctions r, = cos S = cosfLr 
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et = sin£ = Ain satisferont à l'équation (44)» et, par suite, les ex¬ 
pressions y =: e aar (cos^jrousin£d?),à l'équationproposée(4$); tandis 
que, dans le second cas, les solutions, analogues aux précédentes, 
r, ™cosh$ ou sinli?, y =• e^fcosh $x ou sinh^o:), et la solution en¬ 
core plus simple r t — <?*, y — s’offrent de même au 

premier coup d'œil. Et l'on peut d’ailleurs y prendre à volonté la 
constante définie uniquement comme racine carrée de la quantité 
positive donnée ji*, avec le signe 4- ou le signe — ; ce qui ne change 
rien, du moins en valeur absolue, à ces expressions de / où entre soit 
un sinus, soit un cosinus, naturels ou hyperboliques; mais ce qui a plus 
d'importance pour la dernière expression y — ei*+-fb*, qui donne alors 
les deux exponentielles distinctes y — e (a± P> x . 

En résumé, le changement effectué des variables, en ramenant 
l’équation ( 43 ) à la forme élémentaire V = =F r u nous a fait connaître 
immédiatement, pour cette équation ( 43 ) : i° les deux solutions 

y = ^(cos^x ou sin^), 

quand le dernier terme :£ est pris avec le signe supérieur 4-, et, 
3 °, à volonté, les deux solutions 


y — e**(cosh fia* ou sinh ^Jr), ou les deux, y «a 

quand ce dernier terme ± y est pris, au contraire, avec le signe in¬ 
férieur —♦ 11 appartient au Calcul intégral de montrer que l’expres¬ 
sion générale demandée dey s’obtient en faisant, dans chaque cas, la 
somme des deux solutions ou expressions particulières ainsi trouvées, 
après les avoir multipliées respectivem ent par deux constantes arbi¬ 
traires c, c j. 

Enfin, comme troisième exemple, supposons la fonction y de x 
astreinte à vérifier l’équation 

( 45 ) 


qui est précisément celle du problème de la charge roulante auquel il 
a été fait allusion à la fin de l’avant-dernière Leçon (p. 79) : A, /, k 
y sont trois constantes positives et x y varie de — Ikl, J’ai reconnu 
qu’il convenait de prendre pour variable indépendante \ le nombre 

dont la tangente hyperbolique égale le rapport j » nombre croissant 

de —00 à 00 pendant que ce rapport grandit de — 1 à 1, et, pour 

fonction ij, le produit de ~ par coshÇ. Posons donc : d’une part, 


(46) x^l tangh*; 


d’où 


x sa 


l 

cosh*$ 


et 


d _ cosh*$ d_ ' 
dr ~ l d\* 
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d'autre part, 



^ cosh| 1 
d’où 

dy _ . cosh*£ 
dx~ ~7~ 


d / r, \ _ A (dy 

3t\coAÇ/“ T\dE 


cosh | — r t «îuh | ), 


[ % 83 £ cosm * | ($ cosh ^ 7 - sinh 0 “ fï co9h ^ ($? -* t ') 


L'équation ( 4 * 5 ), où, d'ailleurs, i — =i — tangh’S ne sera autre 

chose que l’inverse de cosh*£, deviendra finalement, par deux réduc¬ 
tions évidentes, 


(48) 


d*T t 

w 


± k*T, = 


Ht 

I é 

cosh a £ 


Elle ne diffère de la précédente ( 44 )» sauf 1 ® S changements de {J en k 
et de x en Ç, que par l'addition, au second membre, d’un terme fonc¬ 
tion explicite de la variable indépendante ; et l'on verra dans le Calcul 
intégral comment ses solutions se déduisent de celles de l’équation plus 
simple (44)* 



COMPLÉMENT A LA SEPTIÈME LEÇON. 

DES CHANGEMENTS DE VARIABLES QUAND IL V EN A PLUSIEURS 
INDÉPENDANTES; APPLICATIONS AUX FONCTIONS DE POINT ET A 
LTSOTROPIE DES COBPS. 


G7*. — Changement des variables. 

Imaginons que* u étant une certaine fonction de jc, y, s, on veuille 
remplacer ces variables indépendantes par d'autres, 5» ** t Ç, bées aux 
premières au moyen d'équations de la forme 

(iî) («r,y, z) = des fonctions données de r ft 

Par exemple, x, y, z peuvent être des coordonnées rectilignes des 
divers points de l'espace où existe une fonction de point w, et l’on 
propose de remplacer ces coordonnées par d'autres, £, t,, Ç, soit recti¬ 
lignes aussi, soit polaires, etc., qui, sans changer les valeurs de la 
fonction aux divers points, en altéreront l’expression. Alors il y a lieu 
de chercher, comme nous l’avons fait (p. 79*) pour le cas de fonctions 
d'une seule variable, de quelle manière s'évalueront, au moyen de 
S, r tJ les dérivées successives de u par rapport à x, y, s. 

A cet effet, on emploiera le procédé déjà suivi, qui consiste à con¬ 
sidérer une fonction des anciennes variables x } y, - comme en dépen¬ 
dant par l'intermédiaire des nouvelles y n à la manière des fonc¬ 
tions de fonction et même, ici, des fonctions composées. On aura 
donc, en faisant, par exemple, varier x et, par suite, r ( , sans que 
y ni a changent, 

, du du d\ du d\ du r/£ 

d.r ~d\ djr dr { dx d* d.r 

Seulement, pour que le second membre soit la nouvelle valeur, ex¬ 
primée en r,, Ç, de l'ancienne dérivée ? il restera à y remplacer les 

dérivées de Ç en x, qu'on peut écrire toutes à (a fois » 

par des valeurs où ne figurent que r (1 £ eux-mêmes. Dans ce but, on 
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différentiera, par rapport à r ou sans que y ni z varient, les équation* 
ti3), dites équations de la transformation opérée. Autrement dit, on 
fera varier ?» r n X de manière que les accroissements simultanés, dr. 
dy, dz , de æ, y, s. divisés par dr, donnent comme quotients 1,0,0. 
Il viendra évidemment, en prenant ces quotients pour seconds 
membres et désignant par j\ v, Z les fonctions memes de £, *qtii 
expriment ces anciennes variables. 



dr 

d\ d.r 

dv, 

dr 

<K 




d.r dv. 

de 

~ dï 

dr " 

-1. 

(l r >) 

\ dy 

d\ dy 

dv. 

dv 

< 

= 0. 

\d\ 

dr dv, 

dr 

~ < 

dr “ 


( dz 

d\ dz 

dt, 

dz 

< 



■ S 
*‘*'1 

dr dv. 

dr 

* < 

dr “ 

= 0. 

Ce sont, 

par rapport aux dérivées cherché 

d( 
es — 

v,. 

dr 


du premier degré, dont les coefficients, dérivées partielles premières 
des fonctions de ?,r„ X appelées .r, v, z, contiennent justement et uni¬ 
quement les nouvelles variables : donc la résolution de ce système 

donnera les valeurs demandées de —J>n indiquerai les résul¬ 
tats d'une manière assez simple, en appelant K le déterminant de la 
transformation . ou dénominateur commun, 

y dz dz dv 

S. 

(16) 




Z dv \ dv / dz dr d.r dz \ 

ij 3Î / H " U ^ “ dl<) 


t/z /dr dv dv d.r v 

d\ \ (/r, c/* </r, / 


déterminant ordonné ici par rapport à ses élément 


//» .r, v, z 1 
s d\ 


mais 


. , , , . . dix. v. z 1 . «h.r, v, a) 

qui pourrait 1 être de môme par rapport a <>u a - - — * 

Il est, dans tous ses termes, du premier degré relatif emenl à chacune 
de ces séries d’éléments, en sorte que, si l'on y regarde tous les élé¬ 
ments comme autant de variables distinctes, les coefficients 

?» Ti 1 s ) 

/# I* //1 • w 

entre parenthèses, dont se trouvent affectés, dans (iti), — t 1 * 

ne seront autre chose que ses dérivées partielles premières par rap¬ 
port à ces éléments, dérivées indépendantes de ceux-ci; et l'on aura 

dx dK ^ dy dK ^ dz dK 


K 


d <h - 

d\ 


d\ 


.dv 

<l k 


d\ 


d\ 


( 16 bis) 
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Or l'expression d’une inconnue, de ~~ par exemple, a pour dénomina¬ 
teur K, et a, comme ou sait, pour numérateur, ce que devient K lors¬ 
qu’on y remplace tes coefficients ^^ de cette inconnue dans 

les équations (i 5 ), par les seconds membres correspondants connus, 
i» de celles-ci, c’est-à-dire lorsque, dans le second membre de 
(16) ou de (ï6/>w), on substitue respectivement t, o,o, aux premiers 

facteurs — ^ 1 — « 11 vient, enjoignant finalement à la formule ob¬ 
tenue celles qu'on trouve de même pour les deux autres dérivées 

cherchées -- - --- , 

dx 

Q ~ J. A _ i dK #Ç ^ rfK 

dx K dx 1 dx K .dx' dx ” K ,dx * 

</\ df t dx> 

Grâce à ces valeurs, le second membre de l'équation (r 4 ) ne dépen¬ 
dra donc plus, explicitement, que de r„ Ç; et la formule de transfor¬ 
mation demandée sera 


(« 7 ) 


du _ ^ f dK du 

dx ~ R ( d% ,r ' 
\ «ï 


dK du 

, dx dr. 

d iZ 
dr t 


dK du\ 

-s v 


On montrera qu’elle s’applique à toute fonction de j?, y, z, ou de Ç, 
y i» £> «n y effaçant la lettre u\ ce qui en fera une formule symbo¬ 
lique, du genre de celles dont il a été souvent question dans la Leçon 
précédente, c’est-à-dire propre à exprimer une certaine manière d’opé¬ 
rer sur la fonction qu’on inscrira à la suite de chaque membre ou de 
chaque terme. Et comme, pour différentier en y ou en z , on en aurait 
évidemment d’autres analogues, dans lesquelles figureraient les dé¬ 
rivées du déterminant K, encore le même, non plus par rapport aux 

élémeals Myï)’ mais * >ar rapport à 3<ïSrr) ou 4 ïî^d- ü 

viendra, en définitive, pour effectuer la transformation qu’on a en 
vue, la formule multiple 

_ 1 r dK d dK d 

K j dix.y* z ) d$~*~ d d(x,y,z) <ftj 

L d\ 

dK d 

j djXyf, Z) rfÇ 





ASCtBtfftlft DÉRIVÉES PARf IBtEES EXPRIMÉES EN FONCTION DE» NOUVELLES, «y* 

où toutes les parenthèses {x, y, s) doivent, dans chaque application 
qu’on fera, être partout remplacées soit par la première des lettres 
qu'elles contiennent, soit par la seconde, etc. 

Du reste, une fois que les dérivées premières en x, v, s des fonc¬ 
tions proposées w, v, w, ... se trouvent exprimées de la sorte en 
L r 4> Ç, ce sont de nouvelles fonctions de r A , et leur propre diffé¬ 
rentiation en jt, y, z se fait, par conséquent, au moyen des formules 
symboliques (i 8), de raème que, dans le cas d*une seule variable indé¬ 
pendante, deux applications successives de Ja formule ( 38 ) de la der¬ 
nière Leçon [p. 80*] avaient donné une dérivée seconde en x* De 
proche en proche, on obtiendra donc en fonction de £, r 4 , X, toujours 
par le meme procédé, les dérivées partielles de tous les ordres des 
fonctions u, r, w, ... par rapport aux anciennes variables x, /, s. 
Et la question sera résolue. 

Si l'on ne se contentait pas de changer les variables indépendantes, 
mais qu’on voulût aussi remplacer les fonctions u , t\ *p, ... par 
d'autres, U, V, W, ...» reliées à elles et à r„ £ au moyen de cer¬ 
taines équations, il suffirait évidemment de substituer, à «, v f , 
leurs valeurs en £, r n X» U, V, etc., dans les seconds membres de la 
relation (17} et de toutes les autres relations semblables. 


68*. —* Exemple, dans un cas où l'on ne change pas tontes les variables 

Indépendantes. 


Appliquons cette théorie à un exemple tiré de l'Hydrodynamique. 
Supposons que 2, y , s soient les coordonnées, à l’époque f, des di¬ 
verses particules d’une certaine masse fluide en mouvement, rappor¬ 
tée à un système d’axes rectangulaires fixes, et que £, r„ £ désignent 
les coordonnées de ces mêmes particules dans un certain état spécial 
du fluide, état soit réel, soit seulement fictif, qu’on prend comme 
point de départ ou terme de comparaison. Il est clair que les coor¬ 
données actuelles x f y , z sont certaines fonctions, non seulementde l } 
mais aussi (en tant que variables avec la particule) des coordonnées, 
dites primitives, Ç, r <} X : ce qui n’empêche pas de pouvoir aussi con¬ 
sidérer j?, y, z comme variables indépendantes, car les phénomènes 
produits, à l'époque £, dans les diverses régions {x, y, s) de l’espace 
occupé par le fluide, s’expriment évidemment par des fonctions de 
point où figurent ces coordonnées actuelles je, y, z. Ainsi, les équa¬ 
tions (i 3 ) de la transformation contiendront ici t dans leurs seconds 
membres, en outre de Ç, r 4 , Ç. Cela posé, l'état actuel de mouvement 


du fluide est défini par les trois dérivées 


d{Xs y . z) 
di 


f qui sont, au point 
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<x, y, 3 )j les trois vitesses du fluide suivant les axes et constituent 
trois certaines fonctions de l ou de æ ,y, 5, l : on les désigne, 

pour abréger, par <r, v, ; et Ton démontre, par exemple, en appe¬ 
lant 3 la densité de la particule située actuellement en (.r, r, s), que 
la dérivée de—logs, prise par rapport au temps en suivant cette 
particule ou sans que t„ % varient, a pour valeur 




dit dv dw 
dr dv dz 


Proposons-nous de voir ce que devient cette valeur quand on l'exprime 
en fonction de Ê, y,, £. L'emploi des formules (18) la change d'abord 
en 




d K 



du 

dr t 


d K 



du 

d* 


d K 





Or, comme u, c, «'désignent les trois dérivées ’ prises sans 

faire varier r„ Ç, fa quantité entre crochets est la somme des pro¬ 
duits obtenus en multipliant chaque dérivée partielle première du 
déterminant K, relative à l'un quelconque des neuf éléments dont il 
dépend, par la dérivée même, en/, de cet élément; ou, autrement 
dit, elle est la dérivée complète de K par rapport au temps, obtenue 
sans faire varier S, r„ Ç. Ainsi, l'expression (19) devient simplement 

• dans le système de variables $, r n Ç, /; et, comme elle 

d logî 


1 dK «HogK 
’ t ou n 


K rfr dt 
exprime la valeur de la dérivée 


dt 


■ » considérée dans le même sys¬ 


tème de variables, on voit que la fonclion IogK -h Iogp,ou log(Ks),prise 
à diverses époques/, mais pour la même particule primitivement située 
en (|, r,, £), a sa dérivée constamment nulle. Cette fonction est donc 
indépendante du temps; de sorte que K et 5 varient en raison inverse 
l’un de l’autre, d'instant en instant. Ainsi, le déterminant K, défini 
par (16), représente proportionnellement, aux diverses époques et 
pour une même particule, l'inverse de sa densité. On aurail pu recon¬ 
naître autrement ce fait; mais il était bon de montrer ici, comme 
exemple des simplifications pouvant résulter d'un changement de va¬ 
riables, que l'introduction de £, r t , ^ à la place de y*, s réduit l’ev- 

, , . rflogK 

pression (19) a —* 

La question traitée comportait, comme la plupart des applications 
physiques de l'Analyse, quatre variables indépendantes, savoir r t , Ç, / 
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dans un système de variables et .r, y, s, t dans l'autre. Si trois équations 
seulement, (18), de transformation des dérivées nous ont suffi, c'est 
parce qu'une des variables, t , se trouvait commune aux deux s\ s ternes, 
et aussi parce que nous n’avions à considérer des dérivées par rapport 
à cette variable commune que dans Je nouveau système, celui où les dé¬ 
rivées en t se prennent sans faire varier ü, r,. Si nous avions eu è en 
considérer également dans le système æ, y, s, f, où elles se prennent 
sans faire varier x, y, z et non plus S, t,. Ç, il aurait été convenable, 
pour éviter de confondre ces dérivées avec les précédentes, de donner 
deux noms différents à la variable t, de l’appeler, par exemple, e r quand 
elfe figure à côté de Ç, 7Ç, et /, quand elle est associée à x> z. 
Alors l'ensemble des équations de la transformation aurait été constitué 
par la relation évidente /=-•:, jointe aux relations (i 3 ) devenues 

(t, v. z) = des fonctions do r,, x. 

Le* dérivées désignées ci-dessus par ~ se seraient donc écrites ^ 

et la notation ~ aurait exprimé uniquement des dérivées prises sur 

place, c'est-à-dire sans faire varier les coordonnée* actuelles ,r, \\ z. 
on en considérant les valeurs successive* des fonctions de point eu un 

même endroit (j r, v, z ). Quant aux dérivées 1 obtenues, au con¬ 
traire, sans que t„ Ç varient, ou sans que les coordonnées primitive* 
du point considéré changent et. par conséquent, en suivant une même 
particule, elles seraient, en comparaison, des dérivées complètes par 
rapport au temps, évaluées en faisant croître à la fois t , ,r, v, s, res¬ 
pectivement, de dt " tfc, dx r wd*r, dv — cdi, dz^a chx ce qui 
donne 

d de d d d d 

d~ dt d dx tlv dz 


Si l'on voulait ne pas consacrer deux lettres différentes, / et ï, à la 
variable commune, il faudrait donc, tout au moins, pouvoir distin¬ 
guer les dérivées prises par rapport à cette variable dans un des sys¬ 
tèmes de celles qui le sont dans l’autre; et l’on voit qu’on y parvien¬ 
drait en considérant comme des dérivées complètes, dans le premier 
système, celles qui sont partielles , dans le second. On pourrait aussi 
convenir d’employer des lettres d de différentes formes, comme, par 
exemple, des rfdans le système de» j\ y, 5, t et des d dans le système 
des T,, tu 
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Ces remarques s’appliqueront évidemment toutes les fois que l'on 
changera une partie seulement des variables d’une question. 


69*. — Expressions diverses du paramétre différentiel du second ordre 

d’one lonction de point. 


Comme seconde application de la même théorie, voyons encore ce 
que devient, en coordonnées polaires, l’expression du paramètre dif¬ 
férentiel du second ordre A* d’une fonction de point. 

Commençons par le cas d’un espace plan, que nous supposerons, 
pour fixer les idées, horizontal. Un point quelconque, dont x et y dé¬ 
signeront les coordonnées ordinaires rectangles, aura pour coordon¬ 
nées polaires, d’une part, l'angle 6, dit angle polaire ou azimut, et 
variable de — « à 7 t ou de zéro à ait, que fait avec l'axe des x positifs 
(en tournant dans le sens de cet axe vers celui des y positifs) 5 e rayon 

vecteur r y/x*-i-/* mené de l’origine à ce point {x, y), d’autre 
part, la longueur même, r, du rayon vecteur. Alors les formules 
(i 3 ), où r, deviennent r et 0, se réduisent, comme on sait, à 


x=rco$ft, / = rsin0; 

et les dérivées en r et en 6 de x et de/, au nombre de quatre seulement, 
sont cosô, — rsinô pour x, et sinô, /* cos 9 pour/. Le déterminant K, 

réduit ici à ^ “jjp égale donc r(cos*ô ~h sin’Ô), ou simple- 

doc 

ment r, et les dérivées de K par rapport à ses deux éléments ^ 

sont Jp — c'est-à-dire rcosB, — sinO, tandis que ses dérivées 

par rapport aux éléments sont — ™ et » c’est-à-dire rsinû 

et cosfl. Les formules symboliques (18) deviennent donc 

(ao) 


d d 

-j- es COSQ j- 

doc dr 


sin 0 d 
r dft 1 


d . d 

-j- — sint) -r- 
dy dr 


oosû d 
r dft 


On les aurait aussi obtenues, un peu plus simplement même, en éva¬ 
luant les dérivées de r et 6 en x ou en / par la différentiation des 

équations de transformation /•* = x % H-/* et tangô ^, déduites de 

celles qu’on a adoptées x = rcosô, / — r sin8, et en substituant en¬ 
suite, dans les résultats, à x et à/, les valeurs rcosô, rsinO, 

Par suite, si F désigne la fonction de point dont on veut prendre 
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(a) 


Ai F - 


d* F I dV 
dr* ' r dr 


J. - 1 ^ \ ^ £ «PP . 

/ ii r dr\ dr ) r a dO* ’ 


ce qui peut aussi s'écrire, en posant finalement logr = p, 
et observant qu’il en résulte ^ jL — e ? — — 

E Wa y# i« jrë'm W n 



Pour avoir A^F dans le cas de trois variables x s y } 5, il suffit évi¬ 
demment d’ajouter à ces expressions le terme iJp si l’on veut 

adopter ce qu’on appelle des coordonnées cylindriques ou se mi-po¬ 
laires comprenant, avec Vordonnée normale z abaissée du point pro¬ 
posé (a?,/, «) sur le plan des xy , le rayon vecteur r et Y azimut 6 du 
pied {x y y) de cette ordonnée; car les dérivées successives tle F en x 
et en y seront encore prises en cheminant dans un plan où r et 6 chan¬ 
geront seuls, et changeront ou même se comporteront exactement 
comme s’il était le plan des coordonnées polaires r, 0, vu l’égalité des 
valeurs de r et de 0 aux deux extrémités de toute ordonnée z. Le se¬ 
cond membre de (ai) donne donc alors 


(**) 


„ d*F d *F i rfF i d*F 
= d* + + ; Tr + 7 * rfp • 


Dans celte expression de A*F, le dernier terme contient une dérivée 
prise par rapport à 8, c’est-à»dire sans que z et r changent, ou le long 
d’une circonférence horizontale ayant son centre sur l’axe des z , tandis 
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que les trois autres termes contiennent des dérivées en /■ ou en z, 
prises sans que 0 citante, c'est-à-dire dans le plan de l'ave des z et du 
ravon vecteur horizontal r. 

Cela posé, adoptons dans ce plan, pour nouvelles variables, au lieu 
de Xordonnée z et du ravon vecteur horizontal/ 1 (qui est une abscisse 

perpendiculaire), le nouveau rayon vecteur K+ joignant 
l'origine au point proposé (jt, Y y z) y et la hauteur (angulaire), 'f, dr, 
ce point au-dessus du plan des jcy } c'est-à-dire l'angle, variable entre 

— 5 j , de ce rayon vecteur R avec sa projection horizontale r. Il 

viendra /- — R cos», z~ R sin», et les formules (ao), appliquées à 
ces nouvelles données, seront 


, , d d sin » d 

<a ^ dr~ cos ï<m — 


f JL 

dz 


sin 


dR 


COSÇ d 

R d» 


Alors Y azimut 0 , la hauteur ? et le rayon vecteur R = iJjc* “+* >'* -+- 
reliés à jc, v, z par les formules 


x =s R cos» cosft, y = R costp sînO, s — R sin». 


constitueront ce qu’on appelle des coordonnées polaires ou sphériques. 

. d* F d* F 

Or il est clair que, dans l'expression (a 3 ) de A* F, la partie -r 

( [t p d 2 p 

se transformera comme avait fait précédemment la somme 4- * 

ou qu elle deviendra R dR R* d£ï ' et *I ue > ** autre P art > “* 

deviendra, d'après la première (»• 


6 > d? 

terme - -5- ou 
r dr 


d F 


R cos» dr 


1 i E 

R dR 


sin o dF 1 
R 2 cos» d» ' OU R dR 


dF 


r dco«? dF n , » 

—- —j—I Enfin, le der- 
os o dtp da 

4 4 « 


R* COS9 
r d*F 


nier terme — -*E, c'est-à-dire : * ■ gardera sa forme; car 

/•* d 0 2 R* cos* 5 d 0 * n 

4 

prendre, comme tout à l'heure, des dérivées de F en 0 sans faire 
changer r ni s, ou les obtenir, comme à présent, sans faire changer R 
ni », c'est identiquement la même chose. On aura donc, après deux 
réductions évidentes, pour répondre à la question posée, la formule 


A* F = 


(,u 5 ) 


d*F y dF 
dR* + R dR 

1 ^ RF 

ÏÏ dR 3 R*cos*o 


i ( dF\ 

d?) 


R*costp d© 

1 T d / d?\ 

—— I COS O -7- ( COS» -J- ) ~h 

os* o l ’ d-z \ * do / 


1 d*F 
R*cos 2 » d 0 * 
d* F 


d0* 


j 



e 


1 
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ou encore, en posant s log tang **" J ) M u 

i __ i 

. /t: v\ ~ . 


ce oui donne 


di 

th 


•i tang ( - — ± j eus 2 ( ~ -r ^ J 
d d | 

et, par suite, cos s- j- = |« 

• -J 

(î6) 


d-*-*) 


r 

cos o 


_ i rf*RF i /r/*F _ «^F . 

Att< ~ H dR* R*cos 2 <p \ ih* dh*)' 


Le cas le plus utile est celui où la fonction de point F, dans un 
espace à une. deux ou trois dimensions, dépend seulement de la dis¬ 
tance à l'origine, que j’appellerai ici r quel que soit le nombre m 
(égal à r, 2 ou 3) des coordonnées rectangles j\ y .On aura tou¬ 

jours /• =\jx t -r y* , relation qui, élevée au carré, puis diffé- 
rentiée complètement en x ou v,... et divisée par sr, donne 


dr x dr y 
^ ' ' dx r dy r 

Alors toute fonction F de r, devenant en x, j\ ... une fonction de 
fonction, aura pour dérivées partielles premières 


r/F _ r/F dr /1 db'\ dF __ dF dr _ (± dF , 

dx ” dr dx \r rfr / * dy dr dy \r dr }* ' 

et, vu que l’on aura, par exemple, pour toute fonction explicite dr 
x. v.... et r, 

d r dr d _ d __ t./yv-) d_ _ d 

d(x,y, .7. ) “ d( x, dr* d{x,y,...) r dr dyx<y „..■ ' 

de nouvelles différentiations complètes eu x ou y .... donneront 

d *F x* d /1 </F\ r/F 

dâ* “ r dr Vr tfr / r r dr\r dr ) r dr ’ 

Enfin, le paramètre différentiel 1 3 ^ qu'on suppose défini par 

— 4- . A de la fonction F, sera, après substitution de /•* à 

dx* dy 2 / 

£.5 + j* _j_ ... dans la somme et en effectuant finalement la différen¬ 
tiation de la quantité entre parenthèses, 
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Celle expression de i t F était évidente dans le cas m ~~ i, et elle se 

trouve, dans les deux autres cas m - 2, ni — 3 , bien d accord avec 

les précédentes (2!) et ( 25 ) où s’annulent maintenant les dérivées 

de F en 0 et $. 

» 

70*. — Des fonctions de point rapportées à divers systèmes 
de coordonnées rectilignes. 

Les formules générales de transformation (18), pour les dérivées 
partielles d’une fonction w, deviennent très simples quand les va¬ 
riables x, v, s sont des coordonnées rectilignes, qu’on veut remplacer 
par d’autres également rectilignes r ( , Ç. On peut alors admettre que 
les nouveaux aves des r„ l soient menés à partir de la même ori¬ 
gine O que ceux des x, y , -3; car, par exemple, la dérivée j pour 

un point donné M(S, r„ $), s’obtient en marchant infiniment peu, à 
partir de M, le long d’un chemin où \ croisse de d£, mais où t,, Ç ne 
varient pas, c'est-à-dire en menant la droite infiniment petite M« 
parallèle à 0\ et de même sens, puis en considérant l'accroissement 
de la fonction le long de Mai et le divisant par é,. Cette dérivée par¬ 
tielle reste donc la même, en M, tant qu’on ne change pas Vortenta¬ 
tion de l’axe des 5, où que soit transportée l’origine. 

Cela posé, et les origines des deux systèmes d’axes étant supposées 

coïncider, on sait que les coordon¬ 
nées x, y y s, ou £, r„ Ç, d’un point 
M, sont représentées en grandeur et 
en direction parles côtés, OK = x, 
KL = y, LM — z, ou ON — 
NP = r 1} PM=iÇ, de deux lignes 
brisées OKLM, ON PM, allant de 
l’origine au point M et formées de 
chemins parallèles aux axes respec¬ 
tifs des x,/, 3 ou des r,, Ç. Et l’on 
sait également que, si A, B, C dési¬ 
gnent les cosinus des angles faits 
par les trois axes Ox, O y t O 5 avec une droite quelconque, a, 7, les 
cosinus des angles de la même droite avec 0 $, Otj, 0 £, les deux pro¬ 
jections totales, sur cette droite quelconque, des chemins OKLM 
et ONPM, seront deux expressions différentes, Àx i-B/ 4 -C-s et 
4- -j- y?i de la projection, sur la même droite, du rayon OM — r 

qui joint l’origine au point M. On pourra donc poser 

(aq) Ax Bjk C3 = a- - - fa t -h 


Fîg. «5. 
3; ï 
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et il suffira de prendre lu droite sur laquelle se font les projections, 
perpendiculaire au plan de deux coordonnées de l’un des systèmes, 
au plan des yz par exemple (de manière à annuler les deux cosinus 
correspondants B, 0 ), pour que cette relation (29), divisée par A, 
exprime la troisième coordonnée, jr, de ce système, en fonction li¬ 
néaire des coordonnées £, r„ £ de l'autre système. Ainsi, les équations 
(l 3 ) de la transformation, de même que leurs inverses donnant £, r 0 Ç 

en J?,/, z, sont ici du premier degré, et toutes les dérivées Ti< se 

, y ï * ) 

réduisent à des constantes. Alors, dans les expressions des dérivées 
d’ordre supérieur des fonctions de point, les coefficients des formules 
symboliques (18), indépendants de $, r lt n’amènent aucun dédou¬ 
blement de termes, mais passent simplement au devant ou en dehors 

d d d 

des signes de différentiation ^ et 1® formation de ces déri¬ 

vées se fait, comme on a vu plusieurs fois (pp. 1 ta et 70* ), par le même 

d d d 

mécanisme que la multiplication de polynômes où ^^~ dési¬ 
gneraient des quantités algébriques variables. Les dérivées partielles 
des divers ordres s’indiqueront donc par des produits symboliques, 
comme ceux qui expriment (p, u 3 ) les dérivées complètes d'ordre 
supérieur des fonctions composées de fonctions linéaires d’une va¬ 
riable. 


71*. — Analogie des formules de transformation pour les dérivées et 
pour les coordonnées, quand les axes sont rectangulaires. 

Mais supposons que le nouveau système d’axes, celui des £, r (ï Ç, 
soit rectangulaire. Alors, pour déduire Ç, par exemple, de la formule 
générale (29), il faut prendre comme droite de projection une perpen¬ 
diculaire au plan des r,Ç, telle que Taxe des Ç lui-mème : il vient donc 
t — i, et A, B, C sont les trois cosinus des angles faits respectivement 
par OÇ avec Ojt, O y, O z. rappellerai ces cosinus a , b , c, et, de 
même, b\ c r les trois cosinus analogues pour Or,, enfin a\ b\ c ", 
les trois cosinus analogues pour OÇ. Une manière très simple de se 
rappeler ces sortes de notations est d’en former un Tableau à double 


± 

ji 

r 
'9 

entrée comme celui qu’on voit ci-dessus. On sait d’ailleurs que, par 
B. — I. Partie complementaire. ; 


L_Ll_LL. 

I a I * ? g 

a‘\ b'\c’ 

\ b" | 
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sut le de la rectangularité de 05 , 0r 0 O;, les trois groupe» de cosinus 
a, a', a" : b, b\ b H \ c, c\ c" vérifient respectivement tes relations 

(lo) «*-r «'*- tt* = I, 1, c* -*'* + c * = I; 

ce qui ne lais.se d arbitraires que deux cosinus sur trois dans chaque 
groupe oti pour chacun des anciens axes O«r, O^v, O J. Les expi essious 
de V Ç seront ainsi 


t îi ) 5 a j' -r bv — cz, r, = a 'jc -+• 6'v-r- c f 5, ï = -T- b'y -b es. 

Par suite, les dérivées constantes —r égalent précisément les 

“ V -r # J'j -3 ; 

neuf cosinus a, a', à\ b, c"; et la relation 04 ) ou ses ana¬ 
logue-, rendues symboliques par la suppression de la lettre «, de¬ 
viennent 


t i >. 1 


.r. v. - l 


( </, A, r i 




ia\0\ c', £ +(«',*•,c')^. 


On aurait trouvé plus intuitivement ces formules de transforma¬ 
tion, en cherchant, par exemple, la dérivée de la fonction de point u 
le long du chemin MM 1 — dx parallèle à Ox, dérivée qui est bien ce 

quon appelle puisque v et z ne varient pas le long de MM'. A 

cet effet, on mène fp. 96*), de M à M', la ligne brisée M np M , 
dont les côtés M/i, np, pW sont respectivement parallèles aux axes 
des 5 , r ( , v Ces côtés expriment, comme on sait, les accroissements 
positifs ou négatifs </;, dr n dX de S, r„ X> le long de MM'; en sorte que 
la différentielle de a correspondante, qu'on peut écrire 


du 

d\ 


» du du , y 
rf. + --dr g + ^ d,, 


donne, en divisant par dx ou MM', 

du Mu du np du , /»M* du 

dx ~ MAT dl H " MM' dr t MM di ‘ 

Or les trois droites M/i, np t p M' sont bien, à cause de leur rectan¬ 
gularité mutuelle, des projections de MM'; et leurs rapports à MM' 
égalent par conséquent les trois cosinus a, a', a ' de leurs angles avec 
cette droite. 

Cela posé, observons que, si les axes rectangulaires étaient, non 
plus ceux des 5, r t , mais ceux des *r, y, z, il faudrait, dans les for¬ 
mules (3i), d'une part, échanger entre eux x, v, c et r„ Ç, d’autre 
part, remplacer a } b , c par les cosinus a, e/', a du nouvel axe rec- 
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(angulaire de» x avec les axes de» r„ et, de même, a ( , 0' } c 1 
|>ar h y b', b"; a", b*, c 9 par c, c\ c*. On aurait donc, au lieu de ( 3 i), 
tes trois formules 


3 * bh) {x. y y z) - . a, b, cj\ -r-« a\ b'y c';t, — { a . b c\:. 


dont les coefficients respectifs seraient précisément ceux des formules 
symboliques { 3 a), si les neuf cosinus a, b } c, .. c\ astreints main¬ 
tenant à vérifier, non plus les trois relations (3o), mais celles-ci, 


i 33> «*-+- b 1 ~ c* — i } 


a 


b”i 


J* 2 _ 


1 » 


gardaient cependant les mêmes valeurs que précédemment. Or iis au¬ 
ront, en effet, ces mêmes valeurs dans une infinité de cas, vu que les 
égalités ( 3 o) et ( 33 ) prises ensemble constituent en tout cinq rela¬ 
tions distinctes entre les neuf cosinus, Tune des formules (33), par 
exemple, s'obtenant par la soustraction de la somme des deux autres 
( 33 ) d'avec la somme des trois ( 3 o), On peut donc choisir quatre 
des neuf cosinus, par exemple a , b } a\ b\ arbitrairement entre les 
limites où les expressions a*+a' 1 , 6 ! -r -h a *-*-£'* sont 

moindres que i [car les carrés «'*, b " 2 , c\ c'*, excédents de l’unité 
sur ces expressions, doivent être positifs] et où, de plus, la somme 
«*■+• £*-l- a ,s ~y b'* dépasse l’unité [pour que le carré c'*, excédent de 
cette somme sur i en vertu de la dernière relation (3o) ou (33;, soit 
également positif] : il en résulte, comme on voit, d’après (3o) et (33), 
des valeurs de a’, b", c, c', c", affectées même du douille signe ±:, 
qui, jointes à celles de a, b , a\ ùy donnent un système de cosinus 
également possibles quand les axes des ;, r ( , ? sont rectangulaires mi 
quand ce sont ceux des x, y, z qui le deviennent. Alors, en vertu de 
( 32 ) et ( 3 a bis) y les dérivées des fonctions de point sc transforment , 
si les nouveau jc axes sont rectangulaires, exactement comme le 
font les coordonnées quand ce sont les anciens axes qui sc coupent à 
angles droits . Et, vu la constance, dans ( 3 a), des coefficients 
qui permet d’obtenir les dérivées d’ordre supérieur par de simples 
multiplications symboliques, toute combinaison linéaire à coefficients 
constants de dérivées quelconques en j-, v, c d’une même fonction 
se transformera en 5, r ( , ainsi qu’il arrivera évidemment pour 
toute combinaison entière (à coefficients encore coûtants) de ses 
dérivées premières, par le même mécanisme que le polynôme algé¬ 
brique obtenu en v substituant partout, à */- - Y- et ‘! , rcMurlive- 

v 1 u.e t/y Ui 1 

ment, .r, y et z. après avoir supprimé la lettre désignant la fonction. 
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Ü'oii il suit que l’expression en ^ transformée aura même» 

coefficients que le polynôme algébrique transformé en r n Ç, et 
présentera, par conséquent, les memes réductions que lui, ou pren¬ 
dra la forme la plus simple possible pour des changements d’axes 
impliquant de pari cl d’autre les mêmes valeurs des cosinus a , b t 
c, .,c', mais toujours à la multiple condition, bien entendu, que, 
d’abord, les relations ( 3 o) et ( 33 ) soient vérifiées, et que, de plus, les 
coordonnées r,, *, ou les coordonnées x, jr, z, soient rectangulaires, 

suivant qu’il s’agit de l’expression différentielle en ou du 


simple polynôme en x, y, z. 

Le plus important des cas considérés ici, dans lesquels les formules 
(3a) et (32 bis) contiennent les neuf memes cosinus, est celui où l’on 
n’emploie que des coordonnées rectangulaires, et où, par suite, aux 
relations ( 3 o), conséquences de la rectangularité de 0 $, Or,, 0 £, se 
joignent celles-ci, 


(34) bc -+- b'c' -+- b"c* — o, ca-r-c'a"c"a* = o, ab-^a'b* b* ~ o, 

exprimant alors la nullité des cosinus des trois angles yOz, zOx, 
sOy, Dans ce cas, il n’y a pas seulement identité (quant aux coeffi¬ 
cients) des transformations effectuées par les formules ( 3 a) et de 
celles qui le sont par les formules ( 3 a bis)\ mais, de plus, c’est au 
même espace, aux mêmes systèmes d’axes des x f y, s et des 5, r,, Ç, 
que ces deux sortes de transformations s’appliquent. Et, en effet, les 
équations (3t), multipliées respectivement par a, a\ a", ou par b , 
b* } ou par c, c 1 , c v i puis ajoutées, conduisent bien, en vertu de ( 3 o) et 
(34) } aux valeurs ( 3 a bis) de x, v, z. 

Rappelons que celles-ci, transportées à leur tour dans les relations 
( 3 1), et devant y satisfaire quels que soient $, r,, S, donnent les for¬ 
mules connues, inverses de ( 3 o) et ( 34 )> 


( 35 ) 


rt* -+~ b* h- c* = l, 
aV+A'é+cYr o, 


a* - 4 -Ô'* 4-c'* =:|, 
a a -+- b“b h- c c =o, 


+ 1, 
aa’-r- bb' cc r =o. 


Supposons, par exemple, F étant une fonction donnée de trois coor¬ 
données rectangulaires x, y } s, qu’on demande ce que deviennent les 
deux expressions 


(36) AfF 


d F> 
dx* 


dF* 

dy* 


dF* 

dz* 


A* F 


d* F 
dx* 


d'V d 2 F 


dy 


dz 2 


quand x, y, z sont remplacées par d’autres coordonnées *, Ç égale- 
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ment rectangles. Dispensons-nous d’écrire ta lettre F, et ces deux 
expressions A*F, AjF conduiront à ta somme symbolique 


( 36 bis ) 


d* d* d* 

djt * "h dy 1 dz* ’ 


dont les termes signifieront, dans un cas, des produits (carrés) de dé¬ 
rivées premières et, dans l’autre, des dérivées secondes. D’après ( 32 ) 

et ( 3 a bis), cette somme symbolique se transformera en —— * 

dans les deux cas, comme le fait en r,, * le polynôme jp* -h y* -+- z i , 
qui, représentant le carré delà distance du point (jr, j, £)à l’origine, 
doit évidemment devenir J î -h i } + $*. Et, en effet, les trois relations 
( 3 a bis ) le changent en celui-ci 


<«*$-+- «'*i -t- a()*-4-(ii H- ô’r, 4- b' 4 *)* + / c* 4- c'r, -4 c'Ç)* 

qui, par l'effectua h on des calculs et la mise en compte des conditions 
( 35 ), se réduit bien à £*-f- £*. Donc l’expression (36 bis) de- 

. , d * d i d * 

viendra ^ 4 - h- —; et les deux formules ( 36 ) seront alors 


07 ) 


Af F = 


rfF* t «[F* _ d F* 

dit + dr t 1 rf*?’ 


„ F d* F f/2 P 


On pouvait, du reste, le prévoir en se souvenant que les expressions de 
A* F et de A,F ont, en chaque point de l’espace, une valeur dépendant 
non des axes choisis, mais uniquement de la manière dont varie la 
fonction F dans le voisinage. 


72*. — De l'utilité de cette analogie pour simplifier l'équation 
de certains phénomènes naturels. 


Voici un autre exemple, propre à montrer combien peut être pré¬ 
cieuse l’analogie des formules ( 32 ) cl (3a bis), qui en entraîne une 
semblable entre les transformées de polynômes algébriques en æ, y, z 

et de polynômes symboliques en -v , ~ , -v- * 

1 dx dy dz 

Soit le sexlinôme, à coeflicients constants, 


( 38 ) 


A r*-f H r* -4- C 


2 D y z 4 - 2 E zx- -- a F.n\ 
#* « ’ 


qui, égalé, par exemple, à i, représenterait en coordonnées rectangles 
jc, y, z unesur face du second degré rapportée à son centre. On sait 
qu’il existe toujours un système d’axes rectangulaires des r M Ç, tel, 
que ce sexlinôme, exprimé en fonction de 5, r ( , sc réduit à un tri- 
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nôme de la forme A ; *’-4- C,; 1 . ou ne contient tes produits 

?o, % |t, qu’affectés de coefficients nuis : c’est te système formé par 
les irois a.res de la surface, intersections de ses trois plana diamé¬ 
traux principaux ou de symétrie. Donc le même changement de 
coordonnées, appliqué à l'expression 


09) 


4 d*u n d 1 u 

\--u R — 

dx l dy i 



-4- ^ D 


d* u 
tly dz 


„ fl z u t , tf* 

•) K - _A- •> H -- 

dz (U fUftj 


qui contient les six dérivées secondes d’une fonction de point tf, trans 
formera cette expression en celle-ci 


<«o) 


d- u J* u r d*u 

'W l w 


et la fera dépendre seulement des trois dérivées secondes directes de 
la fonction par rapport aux nouvelles coordonnées. 

On pourra la simplifier encore. Admettons, pour fixer les idées, 
que les coefficients A Jt B,, C t soient positifs ou égalent les carrés 
**> ?*> 7* de trois quantités données a, jî, v. On imaginera, à côté de 
l’espace (ou du corps) dans lequel existe la fonction tf, un second es¬ 
pace, rapporté à un système quelconque d’axes rectangulaires des 
X, Y, Z, et l’on supposera reproduite, dans ce nouvel espace, la fonc¬ 
tion u y mais de manière que sa valeur existant au point (S, r„ £) du 
premier espace se trouve, dans le second, au point dont les coordon¬ 
nées X, Y, Z ont les valeurs 



W, fonction de *, r„ Ç, le deviendra de X, Y, Z, et ses anciennes déri¬ 
vées en *, r,, ï se transformeront évidemment, d’après ( 40 , par le* 
formules 

d i d d _ i d d ï d 

< !'*> rft = ; 3T 3, “ 3 rfY ’ 3; " Ÿ 37/ 


, , , . , <i* CI n, rf* 

Donc 1 expression ( jo), -f- p 


- 4 - v" 
’ I 


</*« 


deviendra 


rf*« d*tf 


ou ne sera autre chose que le paramètre différentiel du second ordre 
dans le nouvel espace. 

Si, par exemple, la fonction u dépendait non seulement de .r, v, "> 
mais aussi du temps £, et que, en vertu d une loi physique la concer- 
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nant, sa dérivée en ( égalât précisément l'expression C3<>>» 0,1 v,l ‘ l que 
celle même fonction u serait, dans le second espace, régie par ta loi 
bien plus simple 


( 44 ) 


du 

dt 


- A 2 u. 


On aurait donc tout intérêt à étudier de préférence ses variations dans 
ce second espace; et l’on en déduirait aisément celles qu'elle éprouve¬ 
rait dans le premier. 

C'est justement ce qui arrive lorsque la fonction a représente la 
température aux divers endroits (.r, r, s) d'un corps ne s'échauffant 
que de proche en proche, et homogène. ou constitué autour de tous 
ses points comme il l'est autour de l'un d'eux. En général, un pareil 
corps est hêlérotrope, c'est-à-dire doué de propriétés différentes sui¬ 
vant les diverses directions et voilà p uirquoi, par exemple, les coef¬ 
ficients A, B. 0 , A,. D,, C, (toujours punitifs, d'ailleurs P n, ‘ nature) 
sont inégaux; car les variations actuelles de tt dans les sens des troi* 
axes des .r. y, z n'irifiucnt pas de la même manière sur la rapidité 

d’accroissement ^ de la température. Les changements de variables 


effectués ou, ce qui revient au même, la considération d'un second 
corps ayant ses coordonnées \\ Y, 7 . liées à celles, 5 ,r <t Ç, du proposé, 
par les formules (jt), ramèneront donc ce cas général et complexe 
au cas, le plus simple possible, où l'équation, devenue ( \\), présente 
la même forme par rapport à tous les systèmes d'axes rectangles, cas 
qui est évidemment celui d'un corps constitué de même dans toutes 
les directions ou, comme on dit, isotrope . 

Des changements de variables appropriés aux questions ont donc 
encore plus d'importance, s'il est possible, quand il y a plusieurs va¬ 
riables indépendantes que lorsqu'il n‘y en a qu'une, comme il arrivait 
dans les problèmes abordés au n° 63 * (p. 8 i*). 


73*. — Exemples, dans la théorie d'un faisceau de droites et dans celle 
des petites déformations des corps, de changements portant non seu¬ 
lement sur les variables, mais aussi sur les fonctions. 

Je n'ai pas encore donné d'exemples où il y eût lieu de changer, avec 
les variables .r, r, z, leurs fonctions. En voici un de cette espèce, ob¬ 
tenu en généralisant une propriété des normales à une famille de 
surfaces. Vous avons vu, à la fin du n" 60 * (p. 7-i*), que si //, c, »»■ 
désignaient leurs cosinus directeurs, ou les cosinus des angles faits, 
avec trois axes de coordonnées rectangulaires .r, v % z, par la normale 
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menée en un point quelconque (jp, y, z) à la surface passant par ce point, 
ces trois fonctions «, c, tr de .r, y, 5 donneraient, pour la somme de 
leurs trois dérivées partielles respectives en x y y, z, une expression 


(4 V) 


du dç dw 
dr dy di 


ayant sa valeur en chaque endroit indépendante des axes choisis, et 
dont nous avons trouvé la signification au numéro suivant 61*. Sup¬ 
posons ici que les droites ainsi menées à partir des divers points 
(ar, v, z) de l'espace continuent à avoir une direction déterminée et 
graduellement variable d’un point à l'autre, c’est-à-dire trois cosinus 
directeurs «, r, w fonctions continues de x y y, 3, mais sans être 
astreintes à aucune autre condition, comme serait celle de normalité 
à une famille de surfaces; et proposons-nous de reconnaître si la 
somme ( 45 ) continuera néanmoins à présenter, en un point donné 
(.r, y, s), une valeur constante quels que soient les trois axes rectan¬ 
gulaires choisis, ou, ce qui revient au même, si cette somme ( 45 ) re¬ 
lative au système des .r, v, z, évaluée dans tout autre système de 
coordonnées rectangles r„ Ç, dont les axes feront avec la droite en 
question émanée de (j-, y, z) ou de (£, r„ $) des angles avant certains 
cosinus tt:, v lt *«*|, s'exprimera simplement par 


< 46 ) 


</ttj r/t’i dw j 

77f 


.V cet effet, imaginons que l'on donne, à cette droite issue du point 
(or, y, 5) ou ($, r t , £), une longueur égale à 1, et qu’on la projette sur 
deux systèmes d’axes menés, à partir de {.r, y, 5), parallèlement à 
ceux des .r, y, z et des r,, Ç. Les coordonnées de sa seconde extré¬ 
mité par rapport à ces deux systèmes spéciaux d'axes se réduiront 
évidemment aux cosinus, «, <\ iv et <*,, <r 1} des angles de projection ; 
d'où il suit que ces cosinus seront en réalité des coordonnées rectan¬ 
gulaires, auxquelles s'appliqueront, par exemple, les formules ( 3 a £>«), 
où x y y, z t r„ £ deviendront respectivement «, p, «*, if ts p t , 
Ainsi, les anciennes fonctions w, r, tv s’exprimeront, au moyen des 
nouvelles pj, »r,, par les trois formules 


( i?) ( «j P> l>, c>«i t «*\ l>\ C f )V\ -r (fl”, b\ c")W|. 

Telles sont les valeurs qu'il faudra porter dans ( 45 ) au lieu de <t, p, w\ 
en même temps qu'on y substituera à les secon ^’ 5 mem¬ 

bres des formules symboliques toutes pareilles ( 3 a). Et l'expression 
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100 * 


( 45 ) deviendra 


/ d , d d \ , 

( a dt~*~ a dr ~*~ a t fr) (au i — nv t^ aaf i> 


<iS) 


( 


H 

f.i- 


il à 

■+• à 


d 

.. d 


*■**“*' 


w x) 


, d .. d\. 

c jjç + c <r )(c Ul i- c V| —- c 


Effectuons-y les différentiations indiquées, revenant à des multiplica¬ 
tions symboliques par suite de la constance des coefficients <7, a', ... 
et puis réduisons. La somme ( 4 H) contiendra les six expressions 


(49) 


du\ 

df 


dv\ 

dï. 


dii'i 


dV\ 


tlu>l 

dr t 


<hv\ 

7/F 


du x 


du x 

~d\ 


d\\ 

dl 


affectées respectivement des coefficients 


(5o) 


a? *+ 
a'a 


b* 


c», <*'*-*-6'* 


a 


*». 


b 


b'b'+c'c, fl'flrê'i + ee, aa'bb'cc\ 


dont les trois premiers ont la valeur 1 et, les trois derniers, la va¬ 
leur zéro, en vertu des relations ( 35 ). Donc l'expression ( 45 ) se ré¬ 
duit à ( 46 ), ou conserve bien sa forme dans tous les systèmes de coor¬ 
données rectilignes rectangulaires. 

11 est clair que la démonstration précédente subsiste quand on y re¬ 
garde «, r, n> et <?}, r t) ii’t comme les projections, sur les anciens et les 
nouveaux axes, de droites ayant non seulement leur direction, mais 
même leur longueur, arbitrairement variables en fonction des coordon¬ 
nées Æy y y z ou 7;, Ç de leur point de départ; car nous n'avons eu 
ni dans les formules de transformation () et ( 3 i), ni dauslcs ré¬ 
ductions opérées sur l'expression ( 4 ^)» à supposer que cette longueur 

\Ju *-h r*-i- H 1 * fût égale à l'unité. On peut donc admettre, par 
exemple, que les droites en question représentent des déplacements 
quelconques, éprouvés, à partir d'un état primitif ou censé tel, parles 
diverses particules de matière composant un corps que l'on a déformé : 
alors x y Yy z ou £, r ( , Ç sont les coordonnées primitives des divers 
points du corps, et u, t’, »r ou c,, »*,, qui, ajoutés à .r, v, s ou à 
donnent leurs coordonnées actuelles, s'appellent leurs dépla¬ 
cements dans les sens des a res, ou les composantes, suivant ces axes, 

de leurs déplacements effectifs \ « 3 -+~ «r*. Les six expressions 


(5r) 


du de dw de d\v d*v du du 

djr' dv ' (h ' dz </r 1 d.r dz' de 

* • *- 


</»■ 

de 
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sont spécialement utiles à considérer, parce que, du moins dans le cas 
de déplacements très petits, elles définissent complètement la déforma¬ 
tion éprouvée par la particule qui comprend, dans sa situation primi¬ 
tive, le point (.r, y, s), et qu’on peut appeler, par abréviation, la par- 
ticule (.r, v, z). Les trois premières, qu'on exprime souvent, sous une 
forme plus concise, par è*. <\, JL, sont dites les dilatations de la par¬ 
ticule (ou dilatations linéaires) suivant les axes respectifs des a*, r, s; 
et leur somme ( .| 5 ), indépendante des axes choisis, s’appelle la dila¬ 
tation cubique de la particule. Quant aux trois dernières ( 5 i), qu’on 
désigne souvent, pour abréger, par .i y; , ^ v , elles sont dites les 

trois glissements de la particule relatifs aux axes des jr, y, 3. Jointes 
aux trois dilatations^. è-, elles constituent ce qu’oit appelle ses six 
déformations élémentaires dans le s\ stéme des coordonnées x, v, s. 
Je ne pourrais, san* trop sortir du cadre de ce Cours, expliquer ces 
diverses dénominations (‘). 


P) Il me paraît cependant mile île montrer en quelques mots que les six ex¬ 
pressions ( 5r ) caractérisent bien la déformâtinn de la particule (x,y t s ) du corps. 
I.cs circonstances de forme de celle-ci dépendent évidemment des distances mu¬ 
tuelles de ses divers points matériel.s, et seront, par conséquent, déterminées, si 
Ion sait de combien y a errt la distance de deux points quelconques, définis par 
leurs coordonnées primitives. Admettons que la droite joignant le premier de ces 
points au second, droite qu'on peut se représenter comme un élément de fibre 
du corps, eût, dans i'état primitif, une longueur donnée ds. et trois cosinus di¬ 
recteurs également donnés a , b. c, on que. par conséquent, les coordonnées pri¬ 
mitives du second point dépassassent relies du premier des trois quantités 
dx — ads, dy = bds. ds — c ds. Les déplacements u, v , tv, fonction des coordon¬ 
nées primitives x, r, s, survenant ensuite, seront évidemment, pour le second 
point, plus grands que pour le premier de leurs différentielles le long de ds, 


(du. dv. tiw ) 


d'a. v. m) . d(u,v, <v) #w 
dx dy ' } 


d(u, u, «■) 


ds 


ds 


= ds 


[a 


d_ 

dx 


. d 

x b y - 
dy 




«>). 


expressions dans lesquelles le peu d’étendue de la particule permet de prendre les 
dérivées de u, c, «v, d’où que parte lYléinent ds, pour les mêmes valeurs jt, y , 5 
des variables. Kt l'écart on l'espacement des deux points matériels deviendra, 
suivant les trois axes, dx -i- du. dy de, ds dw, vu qu'il croîtra respective¬ 
ment des différences des déplacements éprouvés suivant les mêmes axes par les 
deux points. On suppose, d’ailleurs, ces différences du, dv, dw très petites en 
comparaison des valeurs primitives dx. dv, ds des trois projections de l’écart, 
car c’est justement on cela que consiste l'hypothèse de la petitesse des déplace¬ 
ments. Le carré de la dUtanec «les deux points, qui était d’abord dx* -i- dy 1 dz l 
ou ds 1 , sera dune 

( dx - 4 - du )* -r- ( dy dv )* ( ds y- dw )\ 


Ou voit, en développant, puis négligeant les termes du 1 , dv 1 , dw\ dout l’ordre 
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Observons seulement que les formules ( \~) cl ( 3 ?.) donnent, pour 
les transformées de ccs expressions ( 5 1) dans un nouveau système «le 
coordonnées *, r 4 , 


; du f d . d „ d . . , „ 

Th- = (" 7i\ - - ” <lr, + a T/') ~ " c » - “ “ 1 


= etc. 


dv du 


r ( d >d 
~ “ ( * di C fh 


( fut^ -- h! c'i -+- b ti'j ) 


/. d d ... d '. 

"• [h „ -r- h --h b -- (CH, — f Ç t 

' dr dr r/l ’ 


c" «’j ), etc 


En clévelopppftnt celles-ci comme il a été fuit pour ( i, on reconnaît 
que i(n (*|, <r, n’y figurent que par les <î\ expressions Ç iq», lesquelle'* 
jouent, dans le nouveau système d’atO'. b* même rôle que les propo¬ 
sées ( 5 i) dans le premier. C’est ce qu’on aurait pu prévoir. En effet, 
si les fonctions w t , tq, u t de ç. t 4 , * viennent à changer, niais de telle 
manière que les six expressions ( t<)), caractéristiques du mode d»* 
déformation subi par une particule déterminée ( v >1, restent le- 
mêmes, les six expressions (or), qui le définissent avec non moins de 
précision dans le premier système d’axes, ne changeront pas davantage, 
quelles que soient les variations éprouvées individuellement, dans ce" 

conditions, parles dérivées comme * f ~~- .Donc celles-ci ne 

peuvent entrer dans les seconds membres de t -V< i que par leurs trois 
sommes respectives *j Y *, : tï t . 


de petitesse est le plus élevé, et employant enfin les notations abrégées ê, *i après 
substitution à du, dv, d%v de leurs valeurs ei-d<*ssits. que rc ranv de la distance 
aura grandi d** 

a {dxdu ~ dvde — dz <Av ) — -t d* ( a du Mv e/Av ) 

“. 2 ds ■ r- é h- -ré.c - - *), r /*" “t~ jj., CAT ait ). 

Or, si l'on appelle è, la dilatation linéaire de lu fibre considérée c/.v, c’est«à-dirr 
son allongement par unité de longueur ou le très petit rapport de son allonge¬ 
ment effectif à sa longueur primitive ds, cet allongement effectif sera le produit 
et la distance des deux points après la déformation, devenue ds( t a- ). 
aura pour carré ds ! (i~-r sauf encore, dans la parent b esc. un ternie J*. d un 

ordre de petitesse supérieur. L’accroissement du carré de la distance étant ainsi 
ala comparaison de cette expression à la précédente donne 

( 5i bis) é. - è,rï’-- c\rH- <),,bc - $ rv ra - - ^ , v ah ; 

ce qui montre bien que les nouvelles longueurs de toutes les «Imites joignant 
doux à deux les points de la particule et, par suite, toutes les circonstances de 
sa forme, ne dépendent des petits déplacements u. w «v éprouvé-* que par les six 
quantité-* i\, è,. y,.. *i Tt , *!,,* 
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I.OÜT 


7 j*. — Changements infiniment petits d’axes coordonnés rectangles : 
leur réduction à trois rotations élémentaires. 

Quand les nouveaux ave» 0$, Or^O > diffèrent respectivement très peu 
des anciens Or, Ov, O 5, les trois cosinus a y b\ c ¥ sont ceux des petits 
angles 5 Or, r,Ov t et Ton voit, en les exprimant, d’après une for¬ 
mule connue, en fonction des sinus des arcs moitiés £ce qui les change 

( f 0 r 1 ,, 

—.w, sensiblement, en i- — ■ * * • • I» qu'ils 

a -«J 


en i 


ri stn 


* ï Qjr 


peuvent être réduits à lunité, à des erreurs près du second ordre de pe¬ 
titesse, c’est-à-dire de l’ordre des carrés de sin^O-z*, sinr 1 0y', sinÇOs. 
Quantauv angles que font 05 avec ûk et O z y ou Ot, avec Os et Oz, 
ou Gravée Ou* et Or, il y a avantage à introduire à leur place, dans les 
formules, leurs projections sur les plans respectifs des.rj'et des zx y ou 
des yz et des j?v, ou des zjc et des j z, en même temps qu’on projettera 
également sur les plans respectifs des yz y des 5 .r ou des jf y les trois 
angles r 4 0 ;, ; 05 , $Ov Toutes ces projections d’angles sur des plans 
n’ayant par rapport aux leurs que des inclinaisons très petites du pre¬ 
mier ordre se feront, à fort peu près, en vraie grandeur , ou donne¬ 
ront, sur les plans de projection, de nouveaux angles ne présentant 
avec les proposés que des différences du second ordre de petitesse (*); 


(«) On reconnaît qu'un angle se projette en vraie grandeur, sauf cn-etir rela¬ 
tive «lu second ordre «le petitesse, sur un plan n’ayant par rapport au sien qu’une 
inclinaison très petite du premier ordre, en construisant sur cet angle un triangle 
dont il occupe un sommet, et qui, en projection sur le second plan (supposé 
horizontal - pour fixer les idées), aura ses côtés multipliés par les cosinus des 
angles, du premier ordre de petitesse, marquant leurs pentes respectives, 
cosinus inférieurs à l'unité de quantités du second ordre «le petitesse seule¬ 
ment; en sorte que les rapports respectifs des trois côtés et aussi, par suite, les 
angles, peuvent être censés rester les mêmes, quand on passe du triangle à sa 
projection. .Mais celle idée nu'* ri le quelques développements, ne serait-ce que pour 
permettre d’apprécier les petits écarts du second ordre existant entre 1 angle pro¬ 
posé et sa projection. 

Pour traiter cette question dans toute sa généralité, proposons-nous donc 
d’évaluer l'angle V de deux droites OM, ON. en fonction de sa projection mOn 
ou v sur un plan horizontal, et aussi des angles faits avec rc plan par certaines 
droites tracées sur le sien, notamment, des deux, mOM=at et «OX = p, 
qui marquent les pentes de scs deux côtés, angles, dont a désignera le plus 
grand, comptés tous les deux positivement, ou l’un, *, positivement et l’autre. 
3, négativement, suivant qn’ils seront ou ne seront pas d’un même côte par 
rapport au plan de projection ni On mené à partir du sommet O de I angle \ 
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île sorte que, à pari encore des différences de cet ordre, on pourra 


proposé. Prenons égales à i Ica deux projections Om, On de OM et de 0 \, 
Cela donne 

mM —tanga, w\—tang's. 


OM - aéca^ 

cos x 


ON = séc fi ” 


cos t 5 


Fig. ««>. 
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et aussi, vu que la cordc nin est ic double du sinus de la moitié de son arc r. 


mn sin*^’ =i'â 


a cos*\ 


Il reste à évaluer MN. Or, dans le plan vertical Mmn N, MX est évidemment l'hy¬ 
poténuse d'un triangle rectangle ayant un cùté de l'angle droit égal et parallèle à 
mn, pour angle aigu adjacent (en\) un angle égal à celui I, ou m IM, qui mesure 
la pente de MN, enfin le troisième cété exprimé par la différence algébrique 
m\I — nN — tangx — tangji. On a donc à volonté, suivant qu’on introduit ou 
qu’on évite I : 
i* Soit 


MN - 


mn 
cos I 


. v 
2 sut — 

2 

r » 


cosl 


avec la relation 


mn ou asm 


r _ m M — n X _ tang x — tang _ sjn( a — 3 ) co*I 


■2 tangl tangl ’ sinl 

qui transforme la valeur de MN, élevée au carré, en celle-ci 

sin»(x — fi) 


cos x cos fi 


MN 


sin* I cos’ a cos 1 £ 


■a ’ 


a 4 Soit, successivement 

-t 


MN — (mM — mn" - m M*«X*-*- mn im.U.nX 


» m M - nS cos v — j tang x tang fi. 



MU 


Kig- «7. 
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confondre les proposé» avec leur» projection* et regarder, par exemple, 

comme perpendiculaires Tune à l'autre, les 
deux projection» de Or, sur le plan 
xüv, projections que j'appellerai 05 ' et 
Ot/, Or, si l'on désigne par v le très petit 
angle, compté positivement en tournant 
dan» le sens de Ox vers O/, que fait 05 ' 
avec Ou-, l'angle 5'0 v et, par suite, l'angle 
projeté correspondant 50 y en seront èvi- 
demmetit le complément. Donc le cosi¬ 
nus, 6, de ;O v aura pour valeur, toujours 
sauf erreur du second ordre, »in5'Ûx ou 
v; et, d’autre pari, l'angle t/Ox, égala 
un droit plus v, aura son cosinus, qui revient à celui. a\ de r t Ox, 
sim ou à — v. En appelant de même p l’angle que fera 


{ 

._« 


*/ 


T X ' ' 

n" y 

-y 


- --,r. 


‘f 


5 


égal à 


Substituons d'abord l’une, et ensuite l'autre Je ce»deux expressions de MX dans 
la valeur de cosV fournie par le triangle MON. 


eus V .=, 


UM 


ON — M\ 


OM.uS’ 


pui» remplaçons, dans le premier résultat, ÜM, ON par les inverses de eus*, cos£ et, 

dans le second, üXÏ —m.M* par 0 /n ou i, ON*—/*N*purO« uu i, et Pin- 
xerse de O.M.ON par cos a cos j}. En (in, purluus la première valeur ainsi trouvée 

V 

«le cos V dans l’expression, * — a cu.-,\ , de .f sin-* que nous diviserons ensuite, 


déduite de la formule obtenue ci dessus 


après réduction de trois termes ù — $in*I(cosx — co»J>) f , par l'expression, 

~in*(x—cos j ï / . r * 

--— de .. i , 

sm'l eos- 1 * cos-* \ -j / 

pour tnn ou xsin^» Il viendra les deux relations, dont la seconde est bien 
connue (car c'c»t au fond la formule fondamentale de la Trigonométrie sphé- 


rique), 

■ , v 

sm* — & 


•A) 

* _ cos * cos P \ __ 

f eosa --- cos p 

. v CUS*I 

sin* - 

j *snT(;T-- p) 


a 


i B) 

cos V — coso cos * c«is p sin * sin 


La première est préférable pour l'étude du rapport — • En effet, v et V ont à 

varier seulement depuis zéro jusqu'à une valeur inférieure û leur limite ît ( vu 
que, dès que v et V dépassent chacun un angle droit, on peut, à leur place, con¬ 
sidérer leurs suppléments aigus, dont l'un, » - v, est la projection de l'autre 

V 

~—V), Or, dans ces limites, -, — n'atteignent pas i drni\ rt les variations de 
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avec Or, <lans le sens de 0 / vers 0.5, la projection de surir 
plan des j'z, on verra pareillement que c' — p et que à" ~ — p. Enfin, 
appelant *| l'angle fait avec Oc, dans le sens de Oc vers Oje, par 
la projection de 0* sur le plan des zx, on aura af ~ q, c ~— q. El 
il viendra en définitive, sauf erreurs de l’ordre des carrés et pro¬ 
duits de p, q, v, 

f a ~ i, b = i, c = — ,-j : 

( 53 ) 1 a'--., b’~ i, c — p: 

| a* = q, b p, c = 1. 

Or observons que, si l'on faisait tourner d’un très petit angle 
conque tu, autour de i’ave des c, l'ensemble, supposé rigide et lié à 



leurs sinus sont partout comparables aux leurs; ce qui va nous permettre de 
conclure des sînu» aux angles, tandis que, si nous nous servions de la formule 
(U), nous ne pourrions pas, pour les petites valeurs de v ou de V, conclure de 
même des cosinus aux angles. 

Appliquons donc la formule (Aj au cas où le plan de projection mOn fuit, 
avec le plan de l'angle proposé MON. un angle très petit, dont la tangente (qu'on 
appelle .'inclinaison mutuelle des deux plans) puisse être regardée comme une 
quantité du premier ordre de pctitcs>c. Alors 3, I, angles mesurant les pentes de 
droites tracées sur le plan MON. sont au moins aussi petits ou du même ordre 
et l'un a sensiblement 

3i' '•< p 

eus* t — — > ci»!* S . : i — — i cost — i-» tin (* — %) — a — s in I : ; l. 

:i 1 j a * * 


Dans le second membre de ( A ) te facteur entre crochets vaut donc, à fort peu 
près, 


i 




et il n'est inférieur à l'unité que d'une quantité du quatrième ordre de p« tiu>M- 
Donc, sauf erreur de cet ordre, le second membre de ( V ) peut sc réduire à l'autre 
cos a cosjî 


facteur 


cos* I 


-) qui ne diffère évidemment de l'unité, comme crus*, cosji et 
cosl, que par des quantitésdu deuxième ordre de petitesse: et il en est, par suite, 

à plus forte raison, de même de sa racine carrée V co>* co> r q U * on reconnaît. 
‘ cosl 


du reste, aisément, valoir à fort peu près i---* Ainsi, le rapport de.» 

Y c Y 

deux sinus de - et de - égale l'uni lé, et aussi, par conséquent, celui, » <les deux 

angles correspondants, à des erreurs prés comparables au carré de l'inclinaison 
des deux plans. C’est bien <1 ire que, tout angle peut être censé se projeter en 
vraie grandeur sur un plan autre que le sien, quand on regarde comme né¬ 
gligeable le produit de sa valeur par le carré de l'inclinaison de son plan sur 
le plan de projection. 


Il»* RKDUCÏ. osa Cil AM û. miX. rETlTS H'aXKS A TROIS ROTAT. ÉtittEStT. 

O z t des axes des $, r„ Ç, le plan 30$;' et le plan 3 Or,r/décriraient 
cet angle <u en s'éloignant du plan fixe zOx (pour io positif), et que 
l'angle * augmenterait de o>. Quant aux angles p, q, ils resteraient 
les memes, aux quantités près du second ordre que l'on néglige : 
car le plan tournerait du même angle w t et un point, de Oï, 

situé à la distance 1 de l'origine ou, par conséquent, à la distance 
~z sin^Oj de l’axe de rotation Oj, se déplacerait seulement de la 
quantité du second ordre tosin^Oa; ce qui, changeant seulement de 
cet arc wsin£03 l'orientation de O* dans l'espace, ne pourrait faire 
varier les angles £0.z\ ÇO/ que de quantités encore moindres, et ap¬ 
porter ainsi aux cosinus correspondants a" — p, b "—.: —q que des mo¬ 
difications du même ordre. 

H en serait évidemment de même, quant aux cosinus a*— q, 
b"-rr. — p, si la rotation tu se faisait non pas autour de O*, mais au¬ 
tour de toute autre droite également très voisine de O*; et comme 
alors, vu la rotation de 0$ et la fixité de O/» la projection, effectuée 
à fort peu près en vraie grandeur, de l'angle presque droit $0/ sur 
un plan perpendiculaire à l’axe de la rotation, diminuerait de w, il 
est clair que le cosinus de cette projection, et le cosinus à fort peu 
près égal de $0/ augmenteraient encore de tu, tout comme si la rota¬ 
tion s’était faite autour de O z. 

Des raisonnements analogues montreraient qu’une seconde rotation, 
exprimée par un très petit angle donné, de l’ensemble des nouveaux 
axes 0$, O r n O* autour de l'axe des x ou d'un autre très peu diffe¬ 
rent, ferait augmenter p de la valeur même de cet angle donné, en 
laissant invariables q, t; et que, enfin, une troisième rotation, d’une 
autre valeur donnée très petite, autour de l’axe des y ou d’un autre 
fort voisin, dans le sens de O z vers Ox , accroîtrait q de cette valeur 
sans faire varier i et p. 

Donc, si l'on adinetque les axes des $, £ coïncidaient primitivement 

avec O jp, O y, 03, mais qu'on leur ait imprimé des rotations succes¬ 
sives, égales respectivement à p, q, autour de ces derniers Ox, Ojk, 
0 J, ou autour d’autres très peu différents, comme sont, par exemple, 
à chaque instant, ceux des $, r„ l dans leurs positions actuelles, les 
nouveaux axes O;, Or,, O* se trouveront avoir acquis Je la sorle 
leurs vrais cosinus directeurs (53), et être venus, par conséquent, à 
des écarts près du second ordre de petitesse, dans leurs positions 
effectives, que définissent parfaitement les petits angles p, q, % per¬ 
mettant de construire, pour chacun, ses deux projections sur les deux 
plans coordonnés primitifs dont l'ancien axe voisin Ox, 0/ ou Os 
est l’intersection. 
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fît lo» peut conclure de là que tout déplacement élémentaire, 
autour de l'origine, d’un système d’axes coordonnés rectangles, 
équivaut à trois rotations injiniment petites, effectuées successive¬ 
ment autour de chacun d'eux par iensemble des deux autres. 


7.‘î*. — Des effets que produisent ces changements sur les expressions 
dépendant de fonctions de point ou de leurs dérivées partielles prises 
dans les sens des axes. 

Ainsi, les transformation* infiniment petites, de coordonnée* rec¬ 
tangles, en d'autres (pii le soient également, se ramènent au cas d'une 
rotation élémentaire effectuée, par exemple, autour de l'axe Oc ou O*, 
par l'ensemble des deux autres, qu'on appelle 0.r et O v K dans leur* 
premières positions, O; et Ot, dans les secondes. Alors, si l'on sup¬ 
pose que la rotation t actuellement effectuée vienne à la suite d'une 
infinité d'autres analogues, ayant déjà fait tourner en tout Ox et U r 
d'un angle fini 0 autour de Os, il sera naturel de regarder t comme 
la différentielle dd de cet angle; et il faudra, dans tes formules (53 1 . 
réduire p et ij à zéro, mais 1 à dO, Les formules (3a) [p. qS* J, en > 
laissant subsister 1 , deviendront 

, d _ d ^ d d d_ d_ d d 

‘ ^ 1 flr " d\ V dr, ' dv dr, "* ' d\ ' dz dl '' 

et, si les fonctions de .r, r, s que l'on étudie doivent elles-mème* 
être échangées contre d’autres quand la direction de* axes varie, *i iv 
>onl, par exemple, les composantes u, v. des petits déplace me ni-* 
éprouvés par les divers points d’un corps que l'on déforme, les rela¬ 
tions (47) donneront en même temps 

r>»> u •- t/i — v<’j, c : t*i -v« t , « ■-« !. 

Il qu résulte que les diverses expressions formées avec les dérivée* 
de telles fonctions, comme, par exemple, les six déformations élémen¬ 
taires (5 1 ) | p. io7*], seront toujours linéaires en * ; car on pourra, dan* 
leurs développements par les formules (.*>4) et (5.7). négliger encore le* 
termes du second ordre de petitesse où figurerait le carré v*. C*e*t 
ainsi que l'on aura 


, rr . du 

1 ,b) si ^ 

[d; 


dut 

/ dtty 

\ A " 

dc«\ de 

' 7/5'/’ dv 

ou bien, 

avec 

les notations 

abrégées ê. 

.i des 

e 

dilatations et de* 


H, — !. Partie complémentaire. s 
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glissements, 

. »>* --h 

’ 5 -i 

I -h* ■■■■ -h> ‘ 


v :Hv 


> r, 

$z*c ~ :)*£ 


‘ N ; 

1 if,:* :Vo ~ r n n ‘“ aU4> ; ” V* 


Les seconds membres «le ces formules donnent les nouvelles expres¬ 
sions qut; prennent, en chaque point «le l'espace, les valeurs des pre¬ 
miers membres, par l'ellet «le ta rotation élémentaire x. ou r/0 des axes 
des x et des v autour de l'ave «les z. Si l’on convient d'appeler jt, v, z 
les coordonnées après leur transformation infinitésimale, comme avant, 
et. de même, «, c, «r, è x , è z , , 1y ., ^ ^ y , etc., leurs fonctions que 
l'on a en vue, le premier terme «le chaque second membre (au«[uel 
celui-ci se réduirait pour v“o) aura même expression que le pre¬ 
mier membre, et le terme suivant, affecté du coefficient x. ou «/O, sera, 
par suite, ce que la rotation élémentaire cfà aura ajouté à cette ex¬ 
pression pour lui conserver, après le changement d'axes, sa valeur 
primitive. 

Or. supposons, par exemple, que l'oiuloive considérer spécialement 
une fonction entière donnée des quantités è. «}. Dans cette fonction, I en¬ 
semble des termes d'un certain degré, si ou le suppose complet, ou alïccté 
d'autanL de coefficients distincts qu'il y a de termes possibles de «'e 
degré, conservera sa forme dans tous les changements d'axes rectangu¬ 
laires; car les formules (.ri ) [p. 107*] montrent «jue les anciennes fonc¬ 
tions tVç, c\„ è., .î y= , ;f ;x . exprimées au moyen des nouvelles, ne 
comprennent «jue «les termes du premier degré par rapport à celles-ci, 
ut ne donnent, par suite, multipliées ensemble, que des termes dont 
le degré contient autant d'unités que I on combine de facteurs. Mais 
les coefficients des divers termes varieront et seront, en particu¬ 
lier, fonction de 0, si Ton se borne à opérer des rotations autour «h* 
l'axe «les z. Kn substituant dans la fonction proposée, à 

èjj,. è., ;) v; , îVrv’ 

leurs expressions (071, c'est-à-dire, vu la conservation des notation», 
les sommes respectives 

Ô8)è x — ^y' "'■iby» î\v 3 * 1 “' , !fsr* ?;.r ' iVry‘' av * t V ‘^>b 

puis effectuant les iniilLipiieatîons indiquées de très expressions le» 
unes par les autres jusqu'aux termes du premier degré en x inclusive¬ 
ment, ainsi que celles de leurs produits par les valeurs actuelles 
(e'est-à-ïlirc antérieures à la rotation des coefficients, et grou¬ 
pant enfin les termes semblables en è <r , è v ,- : j xy , l'excédent ( ou 
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figurera t. en facteur) fie chacun fies nouveaux coefficients, 
ainsi obtenus, sur le coefficient analogue antérieur à la rotation cA), 
sera évidemment la différentielle fie ce coefficient par rapport à 0, 

et, divise par donnera sa fierivée-^* Les dérivées, par rapport 

* 0, fies coefficients considérés, égaleront ainsi fies fonctions con¬ 
nues, linéaires et, par conséquent très simples, fies \ a leurs ac¬ 
tuelles fies coefficients eux-mêmes. Les relations exprimant cette 
égalité seront ce qu'on appelle fies équations différentielles li¬ 
néaires : nous verrons vers la fin du Gnuis qu elles suffisent pour 
déterminer complètement les variations, en fonction fie 0, fies quan¬ 
tités dont elles donnent les dérivées, c'est-à-dire, ici, des coeffi¬ 
cients de la fonction entière que I on étudie; en sorte qu'elles con¬ 
stitueront comme I expression même, on la forme la plus simple 
possible, des lois régissant la variation fies coefficients dont il 
-'agit. 

Et Ton étendra aisément ces lois, sauf à effectuer dans les notations 
les changements convenables, au cas d'un déplacement quelconque 
fies axes autour fie l'origine; car, le nouveau plan fies ,ry coupant 
toujours l'ancien suivant une certaine droite tirée à partir fie cette ori- 
gine, on pourra d'abord, par une rotation finie autour fie l'ancien axe 
îles s, amener l'axe primitif des ou celui des v, en coïncidence 
avec cette droite; puis effectuer une seconde rotation, mais autour 
fie I axe actuel fies ,r ou fies v. c'est-à-dire autour de cette même 
droite, jusqu'à ce que le plan fies .ry et, par suite, l'axe fies s vien¬ 
nent occuper leurs situations définitives, et opérer enfin une troisième 
rotation autour du nouvel axe fies j, pour faire arriver également les 
«leux autres axes dans leurs positions finales. 


70*. - Application à l’isotropie des corps. 

La théorie précédente s'applique surtout à l'élude des corps iso¬ 
tropes. On appelle ainsi ceux dont les propriétés, relatives aux lois 
quV suivent les phénomènes dans une étendue infiniment petite autour 
d'un point quelconque (./*, r,- s'expriment fie la même manière, 
c'est-à-dire ail nioxeii fie formules pareilles et contenant les memes 
constantes physiques, quel que soit le système fies coordonnées 
choisies, parmi ceux que l’on obtient en faisant tourner arbitrai¬ 
rement autour fie l'origine l'ensemble fie trois axes rectangulaires 

O.r, Or, O z. 

* * 

En général, les fonctions, toujours entières, représentant ces prn- 
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prièlt's physiques cl'uii corps, fonctions souvent liées au système des 
coordonnées [c'est-à-dire autit des valeurs différentes dans différents 
systèmes (*)] et dont les variables sont des quantités du genre des dé¬ 
formation*? 1 , q, peuvent se transformer de deux manières bien distinctes 


quand, après avoir fait tourner infiniment pou les deux axesO x et Oy, 
par exemple, autour du troisième Oc, on exprime leurs valeurs au 
moyen des nouvelles variable-, ou \ariables relatives aux nouveaux axes. 


D’une part, on peut y substituer directement aux anciennes variables 
leurs valeurs en fonction des nouvelles, données par des relations 
comme (5~); et l'on obtient ainsi, -ou* une première forme trans¬ 
formée, les anciennes fonctions. D’autre part, avec l'aide fie principes 
spéciaux à chaque branche de science, on exprime linéairement ces 
fonctions considérées, correspondant aux premiers axes, au moyen des 
fonctions analogues correspondant aux nouveaux axes; et, alors, 
chacune des anciennes fonctions est remplacée par la nouvelle de 
meme espèce, plus une différence infiniment petite ayant dans tons 
ses termes le facteur %, ou dft, et où l'on peut ainsi, sauf erreur négli¬ 
geable de l'ordre de i 3 , substituer aux nouvelles fonctions les an- 
ciennes exprimées d'ailleurs, comme il vient d'etre dit, au moyen 
des nouvelles variables. En comparant enfin ou égalant les deux for¬ 
mules ainsi trouvées pour chacune des anciennes fonctions, formules 
dont la deuxième a comme terme principal la nouvelle fonction cor¬ 
respondante, il suffira d'isoler ce principal terme pour en avoir la \a- 
leur explicite dans le nouveau système d'axes et reconnaître le petit 
excédent, où t ligure en facteur, de ses coefficients sur les coefficients • 
analogues de la première fonction. Or ces excédents divisés pari. 


(‘ ) Par exemple, dans l'hydrodynamique des fluides h frottements, rcs fondions 
>«mt les composantes suivant les axes (réductibles de neuf à six par légalité deux 
à deux de celles qui sont tangent ielles) des pressions exercées sur l'uni té d’aire* 
de trois éléments plans de surface menés normalement aux axes par le point quel¬ 
conque (x, v* s ); composantes dont dépendent les pressions que supportent tons 
les autres éléments superficiels se croisant au racine point, bans la théorie de 
l'élasticité, ce sont encore six composantes analogues ( forces élastiques ) ; mais, 
comme elles se déduisent alors simplement d'une fonction unique, dite potentiel 
d'élasticité, indépendante des axes choisis, il est plus simple de tout ramener à 
celle-ci, que l’on n'a pas à changer. Dans la théorie analytique de la chaleur, re 
sont les trois Jïux de chaleur qui, par unités d’aire et de temps, traversent les 
trois éléments plans dont il vient d'être parlé, et dont dépendent les tlux calori¬ 
fiques passant à travers tous les autres éléments superficiels menés à l’endroit 
( z). Mais alors les variables de ces fondions se réduisent aux trois dérivées 

eu x t y , z d'une quantité (lu température) unique et indépendante des axe-: 
douille circonstance d'où résulte une e ram le -implicite des transformations. 
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fondions linéaires des valeurs actuelles on non accrue» des coeffi¬ 
cients, seront les valeurs des dérivées, par rapport à 6, des coeffi¬ 
cients physiques eux-mêmes. On aura donc formé de la sorte ces 
équations différentielles linéaires, déterminant de proche en proche, 
quand 0 varie, les variations des coefficients, dont il a été question 
tout à F heure pour un cas plus simple où les variables seule» chan¬ 
geaient et non, avec elles, les fonctions. 

Cela posé, si fort admet que le corps soit isotrope, les coefficients 
physiques dont on parle ne dépendront pas de 0, et l'on devra annuler 
les expressions de leurs dérivées, fonctions linéaires de ces coeffi¬ 
cients, On établira de la sorte entre eux des équations du premier 
degré sans seconds membres, en nombre égal au leur, mais pouvant 
ifètre pas toutes distinctes, et qui, résolues, détermineront seulement 
certains coefficients en fonction linéaire des autres restés arbitraires. 
Alors, les équations différentielles étant satisfaites par l'hypothèse de 
i'invariahili té de ces derniers, une rotation 0 quclcouque de 0.r et 
<>v autour de Os ne changera rien auv expressions trouvées des 
fonctions que l'on étudie; cl celles-ci conviendront bien pour un corps 
isotrope autour de l’a.re des -, c'est-à-dire pareillement constitué 
par rapport à tous les systèmes d'axes obtenus en faisant tourner en¬ 
semble ceux: des .r: et des y' autour de celui des z (appelé alors axe 
d’isotropie ), Et si, en ajoutant de nouvelles relations entre les coeffi¬ 
cients ou faisant de nouvelles réductions, on exprime de même qu'une 
rotation quelconque autour de l'un des deux autres axes 0 .r, O r 
laisse subsister les mêmes formules pour représenter les propriétés 
physiques du corps, ces formules seront celles qui conviendront dans 
le cas d’un corps tout à fait isotrope ou pareillement constitué par 
rapport à tous les systèmes d'axes pouvant se déduire les uns des 
autres par «les changements quelconques d’orientation; car on a vu, à 
la fin du numéro pré k cé‘dent (p. no*), que ces changements équivalent 
a deux rotations autour de deux axes successifs des -, combinées avec 

une rotation intermédiaire autour d'un axe des .r ou des y . 

« 

D'ordinaire, on simplifie extrêmement les calculs en ayant soin 
«l'effectuer d'abord des rotations de deux angles droits et d’un angle 
droit autour des divers axes, dans le cas d’isotropie complète, ou seu¬ 
lement autour de l'axe des c, si l'isotropie du milieu n’existe que par 
rapport à cet axe. Ces rotations spéciales,autour de O^ par exemple, 
reviennent, supposé qu'il s'agisse d'étudier des déformations, à laisser 
les mêmes la coordonnée - et la composante u* des «léplaeemenls. mais à 
changer : i°, quand la rotation est de deux droits, .i* en — jr, ven — v\ 
tt en — u . «* en —• <• | de sorte que, sur les six déformations é, * expri- 
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niées par(‘>i), p. io5*, deux seule meut. el $ ZX) >e changent en q J = 
et —les autres gardant leur forme}; u n , quand la rotation est de 
un droit, .r en —v, v en ,r, a en - t\ t* en « (et, par conséquent, \ 
en , ;) y en <>*, en - $ xyt $ y . en ; j ;x . , 1;l . en - t j ya , è = seul gardant 
la mémo expression) ( 1 >. On voit de suite les relations que doivent vé¬ 
rifier les divers coefficients physiques pour que ces simples change¬ 
ments de signe ou ces permutations n'allèrent pas leurs valeurs; el 
la recherche ultérieure en devient généralement aisée. Dans les cas 
où un plan coordonné, celui des ,cv par exemple, devrait être un 
pian de symétrie de contexture, c’est-à-dire où il s'agirait d’un 
corps tellement constitué, que le renversement du sens de l’axe nor¬ 
mal des 4r, ou le changement isolé de z en — z (et, par conséquent, 
de \v en --- tr, de ; i y= en — .| r3 et de »j sx en — ne dût pas modifier 
l'expression des propriétés physiques du corps, on ne manquerait pa> 
non plus d'effectuer ce changement et d’en déduire de nouvelles ré¬ 
ductions, à moins que déjà les réductions précédentes basées sur de 
pures considérations d’isotropie eurent suffi pour établir la symétrie 
de constitution dont il s’agit. Et ce n’est qu’après cette discussion 
préalable, tout intuitive, qu’on achèvera d’exprimer l’isotropie du 
corps en recourant à la considération d'une rotation élémentaire i. 

L'exemple le plus remarquable peut-être de ces sortes de calculs 
consiste dans la recherche, pour un solide isotrope autour de l'axe 
des z, du potentiel d'élasticité , qui est une certaine fonction 4», en¬ 
tière et à termes du second degré, des six petites déformations é, .] 
éprouvées par une particule quelconque du solide à partir d’un étal pri¬ 
mitif (dit naturel) où la particule était libre de toute pression, fonc¬ 
tion dont la valeur ne dépend pas des axes choisis, mais dont les 
six dérivées partielles en è-. ij xy expriment ce que l'on 

appelle les six pressions ou forces élastiques relatives à ces axes. Et. 
d’abord, la rotation d'une demi-circonférence autour de l'axe des z 
montre que la fonction «t> doit se dédoubler en deux, contenant, fuite 
«V» l'autre 4 ] y - et^; car, dans cette rotation où <i y3 et 

seuls changent de signe, leurs produits par è y , è = , 5 ixy en changent 


(•) Il est rare qu’on ait à effectuer d'autres rotations Unies d’axes que celles-là. 
d’une moitié ou d’un quart de circonférence. Il y a lieu cependant de le faire 
dans l’étude des cristaux qui coïncident avec cux-méiues par des rotations d’un 
sixième ou d'un tiers de circonférence autour de leur axe principal; cas où il 
faut choisir, pour exprimer leurs propriétés physiques, des formules telles, qu’une 
pareille rotation n’y change rien. La rotation à opérer serait précisément d'un 
quart ou d'une moitié de circonférence dans les autres cas de cristaux ayant tni 
axe principal de symétrie. 
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également cl cïs produits, dans 4», prennent des coefficients con¬ 
traires, dont légalité a leurs premières valeurs, nécessaire pour l’i&o- 
iropie, exige l'annulation. Quant à la rotation d’un quart de circon¬ 
férence, elle montre que. dans * 1 *. è* a même coefficient que ê*., \é r 
même coefficient que f c même coefficient que <\-$xy niême 

coefficient, changé de signe, que ê x; t xn et, en outre, que, d’une part, 
le produit de par $ XJ ., d'autre part, le produit de^ r - par 3 -*. ont 
leurs coefficients nuis, ou qu’il ne subsiste plus que cinq des produits 
mutuels des six déformations i>. <|, sa voir, i?y<>-. Dj?*, ê x èy,c> x; i x y, èy : i x ,. 
Donc, en appelant À, À', | a, ‘ u\ *v, Jv'. v" certains coefficients phy¬ 
siques, on aura pour <f> une expression de la forme 


t » { 


*P — — ê? "• —* ( »)% — ■ è? I —■- /.ê v ■ /. I ““éy — I ■ •- ê v ( 

A ' A ■ • 2 ... 


'X 


-*• ~ il?., — — fil*. .1?,. i. 


Effectuant maintenant, autour de l’axe des z* la rotation élémentaire t 
des deux autres axes, substituons dan> (> 91 . à ê v . i)-, .y,-, : u v - 
leurs nouvelles expressions ( 58) [p. 1 r.i' ], et nous verrons que l’ex¬ 
pression du second membre, qui ne doit pas changer, s’accroît de 
termes dont le quotient par v est, on tout. 


(2JA- À" V*lu\ r - 


Ainsi, la dérivée, par rapport à fi, des coefficients de êf, de (ê* -f- êy)é- 
et de 0 *. — ,j? x est identiquement nulle; mais celle des coefficients 
de ê* ~ êj., de ê v , de ( ê. t — êy)j)xy et de ç\$ y a les valeurs respectives 
v”, — 2 v", 2 (a — —v', —v\ 1 /isolropie autour de l’axe des z exis¬ 
tera donc complètement, si l'on se contente de poser, d’une part. 
v ,- t^ o, d'autre part, v\x v'. - o ou •/ - À ■■:- sja, et d’écrire, par 

conséquent, au Heu de ( 091 , 


< fio) 



î.l-1 1 -* Àlêj- : ■ dy 



•A 




1 

2 



2 
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formule vérifiant d’elle-mtme les conditions de symétrie «le contexture 
par rapport aux plans coordonnés, car de simples changements de 
signe des glissements £ ne la modifient pas. 

11 ne subsiste donc que cinq coefficients petits A'trias licite f distinct*; 
et il est clair qu’ils se réduiraient même à deux, si un autre axe que 
celui des - } faxo des .»■ par exemple, était aussi un axe d’isotropie. 
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cas où, clans (;> 9 ), i) x \ et $*, el : ?* = , et Vt devraient évidem¬ 
ment avoir leurs coefficients respectifs éjraux. Il viendrait V r~ 
a ;a, v X--a p; et la formule ( 60 ), alors symétrique en t* x , 

«V» 1 ': et e » îlyr» ‘h\ V > serait celle qui convient pour un corps entiè¬ 
rement isotrope, savoir 
% 

(«., *• îuV= snïi- >? ->?) - 




COMPLÉMENT A LA HUITIÈME LEÇON. 


ÉLIMINATION DES FONCTIONS AIUUTRAJRES PAR LA DIFFERENTIATION : 
ÉTUDE DES FONCTIONS HOMOGÈNES; APPLICATION DU THÉORÈME 
DE CAUCHY SUR LE RAPPORT DES ACCROISSEMENTS SIMULTANÉS 
DES FONCTIONS A LA THÉORIE DES ASYMPTOTES RECTILIGNES. 


70*. — Élimination, par la différentiation, de fonctions arbitraires, et 
formation d’équations aux dérivées partielles qui expriment une pro¬ 
priété du plan tangent commune à toute une classe de surfaces, com¬ 
prenant une infinité de familles, ou une propriété de toute une classe 
de fonctions de plusieurs variables indépendantes. 


Lorsque la fonction proposée, que j'appellerai ici tt. dépend, en 
même temps que de divers paramétres, de plusieurs variables indé¬ 
pendantes jr, v, .... l'équation qui la définit peut être dill'érenliée par 
rapport à chacune d'elles et donne ainsi naissance à tout autant de 

nouvelles équations, contenant respectivement les dérivées — > . . 

qu'il y existe de ces variables .r, y.Vyantde la sorte plus d’équa¬ 

tions que dans le cas d'une seule variable indépendante, on peut ef¬ 
fectuer des éliminations beaucoup plus générales et se débarrasser 
non seulement d'un paramétre, mais même, comme je le montrerai 
bientôt sur un exemple, d'une fonction arbitraire. On forme donc 
alors, entre les variables ./■. y, et les dérivées partielle* 

^ t —»•»., une équation, dite rrti.r ftérieêes partielles, commune à 

ce qu'on peut appeler toute une classe de fonctions, catégorie bien 
plus étendue que les familles à un ou plusieurs paramétres consi¬ 
dérées tout à l'heure, car elle en comprend une infinie variété. Uuand, 
en particulier, on a deux variables indépendantes .r, y, et que // e*l 
l'ordonnée d'une classe de surfaces, ses deux dérivées en ,r et y, ap¬ 
pelées //et#/ dans une précédente Leçon (p. 9$), définissent t p. 90 ) la 
direction du plan langent ou celle de la normale; et, par conséquent, 
l'équation aux dérivées partielles entre .r, y, m, /> et #/. commune à 
toutes les surfaces considérées, exprime une propriété de leur plan 
tangent ou de leur normale. 
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Semblablement à ce qui arrive dans te cas d'une fonction v de .r et 
de deux., trois, .., paramètres, oü un pareil nombre de différentia¬ 
tion:* en u• permet d’éliminer ces paramètres et conduit à une équa¬ 
tion différentielle d’ordre supérieur, de même, quand l'expresdon do 
la fonction donnée de .r. y. .. . contient plus d’nne fonction arbi- 
traire, des différentiations poussées jusqu’aux dérivées du second 
ordre ou du troisième ordre, etc., rendent possible l’élimination de 
ces fonctions arbitraires et la for mat ion de ce qu'on appelle une équa¬ 
tion (tif.t dérivées partielles d'ordre supérieur. 


S-)\ — Théorème d'Euler sur le» fonctions homogènes et autres 
propriétés générales de ces fonctions. 

Prenons comme exemple l'expression générale d'une fonction tt. 
homogène et d'un degré entier ou fractionnaire m t de variables 
données ,r. r, z. en nombre quelconque. On sait qu’une telle fonction 
u est dite homogène du degré m quand son rapport à la puissance 
m ièrn« ( j e f lin e des variables, ,/■ par exemple, dépend uniquement de" 
rapports des autres variables, r, z. â celle-là ,-r ou, en d’autres termes. 

quand le quotient — esL une certaine fonction, qu'on peut appeler /. 

ti 

des rapports-j — * On a donc pour l'expression générale proposée de 

JC JC 

u . avec une fonction arbitraire j\ la formule 
m " 

La dilférenliation en jl\ v. z de celte valeur de u introduit linéai¬ 
rement les dérivées partielles premières de /, qui, avec / donnent 
en tout un nombre d'arbitraires égal seulement au nombre des rela- 

. . , , , , du du du 

lions ainsi obtenues pour évaluer les dérivées partielles ■ ^ 

Kn joignant â ces relations la proposée (i). on aura donc un système 
d’équations juste suffisant pour permettre d’éliminer les quantités 
arbitraires et mettre, par conséquent, en vue une propriété commune 
à toutes les fonctions homogènes possibles de degré ni. 

Avant de procéder à ce calcul, et, pour en accroître l’intérêt, je 
rappellerai la principale raison de l'importance qu'ont en Géométrie 
et dans les Mathématiques appliquées les fonctions homogènes. Quand 
une loi géométrique ou physique s’exprime algébriquement, la for¬ 
mule générale qui la traduit ne dépend pas des unités de longueur, 
de temps ou de masse choisies. Rien nVmpêchc donc de prendre, par 
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exemple, rom rue mesure des longueurs, l'une, ./•. des lignes </\ v. r. ... 
considérées dans la question : ce qui fait évidemment acquérir aux 

autres, r. s. .. . le* valeurs resnertive- « - .... et réduit le- relu- 

1 x x 

lions existant entre toutes ces lignes à ne plus contenir que les rap- 
ports"-. ou à n'avoir pour membre- qui* des fonctions homo¬ 

gènes du degré zéro. Donc les équations exprimant de- lois naturelle- 
peuvenl toujours être présentées de manière que leurs deux membre* 
soient des fonctions homogène» du degré zéro par rapport aux diverse* 
quantités d'une même espèce qui y figurent. Et si alors, pourchasser, 
par exemple, clés dénominateurs, on multiplie ces équations par une 
certaine puissance, .r"', de l'iine des variables de chaque espèce, Je- 
deux membres changeront de degré, mais ne cesseront pas d’être ho¬ 
mogènes. C’est dire que toutes les lois de la Géométrie, de la Méca¬ 
nique, de la Physique. etc,, se représentent par des équations plus ou 
moins complexes, mais homogènes, du moins tant que les unités de 
mesure n’y sont pas spécifiées et qu'on assimile, bien entendu, à de- 
variables de forme convenable, les paramétres ou coefficients phy¬ 
siques ^exprimant des produits ou des quotient- de longueurs, de 
temps ou de masses ; dont la valeur numérique change avec Je- unité- 
choisies. 

Pour éliminer/, différent ions l'expression (ï) de //. soit par rapport 
à *i‘y soit par rapport à v, soit par rapport à 5, en observant que, par 

rapport à y et à z, u est une fonction de Jonction /vuquejr ou z fign- 

rent seulement dans une des variables*-. de la fonction f \* tamli- 

x x • / 

q» ** 

que. par rapport à .r, tt est une fonction composée. Les dérivées de —. v _ 
par rapport à ,r étant ~ . et leurs dérivées respective- en r 
ou z étant simplement il viendra 


j 2 > 


■ du . . „•/ y * 1 , / tff Y 

i — «t;r rt, ~'/(*-» ~ 


du 

<Ty 


.r- df 

d'L 

X 


du 

dz 


,r m 


. df . 

,i z 

x 


/ .* dj Z \ 


du 


On remarquera que ces valeurs de - - ■. divi-ées par ne 

(l t X\ l i -5 I 
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dépendent plus que tles rapports - * «le sorte qu'elles sont elles- 

mêmes des fonctions homogène* du degré m — i. Ou peut donc déjà 
énoncer lu propriété générale suivante : 

Les dérivées partielle. s* premières de toute fonction homogène 
d'un degré rpielco/u/ue m sont des fondions homogènes du degré 

tu — i . 

Mais éliminons «rabord, entre Je* équation* (2), le* dérivée* par¬ 
tielle* «le la fonction /, dont le nombre e*t inférieur au leur d’une 
unité. Il suffît, pour cela, d’ajouter ces équations, après les avoir res¬ 
pectivement multipliées par ,r, r, z. Le résultat est simplement 

du 


<‘l) 


.r 


dx 


du du ...,/V z \ 

• dy dz \ x *'} 


Kliminons enfin la fonction f elle-même, «ni mieux le produit r m j\ 
entre cette équation ( 3 ) et la proposée (1), en remplaçant clans h* 
second membre de (3) .r" 1 / par sa valeur u tirée de (1); et il vient 
l’équation aux dérivées partielles cherchée, exprimant une propriété 
commune à toutes les fonctions homogènes «le degré //*, 


, du du du 

1 \ 1 T ~ 7 -»' -, -- 

dx dv dz 


dv 


mu 


! d d d i 

, ou f t -- v -,—•- z -j- J u mu. 

\ dx ■ dy dz} 


'Pelle est la formule du théorème des fonctions homogènes ou théorème 
d'Euler, qui s'énonce ainsi : Quand on ajoute ensemble les produits 
ni) te nu s en multipliant chaque dérivée partielle première d'une 
fonction homogène, par la variable correspondante, on reconstitue 
cette fonction homogène, multipliée par son degré d } homogénéité. 

De là résultent des propriétés analogues, mais plus complexes, pour 
les dérivées partielles secondes, troisièmes, etc. 

Par exemple, la relation ( 4), appliquée successivement aux déri¬ 
vées premières de u. qui sont des fonctions homogènes du degré m — i, 
donne 


/ à 

d 

d \ 

1 du 



du. 

('as 

— y —, — 
• dy 

Z d~ZJ 

1 d~e 

■ ' ■ ni - 

-u 

flC * 


d 

d \ 

. du 


- 0 

du 


- y dy ‘ J 

“ " dz ) 

' dÿ 

— ni - 

dy' 

i d 

d 

d \ 

t du 



du 

' r dx 

" *' dv ~ 

' 9 dz y 

‘ dz 

- ni - 

-1) 

dz' 


tir multiplions celles-ci respectivement par r,je, s, puis ajoutons-les, 
et observons que le second membre obtenu égalera (ni —1)/«« 
d'après ( j). Kn écrivant sous la forme, «pii nous est familière, d'un 
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irarré symbolique» le premier membre du nsullut, somme de produit" 
des dérivées partielles secondes de u par les variables .r, y, 5 coirev- 
Itondantes, il viendra 


( » ) 




Mi M — 11//. 


De même, en remplaçant successivement» dans celle-ci. // par les dé¬ 
rivées partielles - ~ j C cc ‘F 11 impliquera substitution de m — 1 

à mj. puis, multipliant les résultats par ./*, v, z et ajoutant, il 
viendra, entre la fonction u et ses dérivées partielles troisièmes, b» 
relation 


H\) 



-y 


d d . 3 

-7- S -r* ) u -- m ( tu 

dy dz) 


— 11 ( m 


->\u 


Kl ainsi dé suite 
élevés. 


pour les dérivées partielles d’ordres de plus en plus 


81*. — Propriété particulière aux fonctions homogènes et entières du 
second degré ; loi curieuse de réciprocité qui en résulte pour les dépla¬ 
cements intérieurs d* équilibre d’un corps élastique soumis à diverses 
actions. 


Les fonctions homogènes et entières du 
île la forme 


second degré, 


c'est-à-dire 
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ont une importance particulière, à cause de leur simplicité et aussi 
d'applications qu’elles comportent dans diverses branches de la Phy¬ 
sique mathématique. On vérifie de suite que, conformément à I équa¬ 
tion (4}. la somme des produits par .c. y. z.... de leurs dérivées 
partielles premières 

ï»(A^' hh F r -h K z l, etc. 

donne bien identiquement le double nu /le leur valeur. Mais elles pos¬ 
sèdent en outre une propriété spéciale, dont le rùle est capital dans 
l’étude des petites déformations et surtout des mouvements vibra¬ 
toires des corps élastiques. Mlle consiste eu ce que, si l'on prend les 
dérivées partielles premières de ces jonctions par rapport à leurs 
variables .r, r, z...puis quon tes multiplie respectivement par 
fie nouvelles variables .r lt v,, la sont me des produits est 

symétrique en .r et .r t , r et z et z t .c esl-à-dtre identique à 

celle qu'on aurait en v permutant d la J'ois a* et y et y,. 
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3 et 5 tl . -Kn d'autres termes* w, désignant ee que devient la fonc¬ 
tion u quand on remplace ses variables ./% v, 3... . par x, } y,, z x . 

ou a 


:j 


fl U 
f/.r 


du 

dv 


du 

51 dl 


du x 

• . : - r -V— - | -i 


//«J _ //«I 

d*\ 


Il suffit év idemment de démontrer ne théorème pour les fonction': 
ne comprenant qu'un seul terme; car, lorsqu'une fonction u ou tt l se 
compose de plusieurs terme*, rlwcim «1rs deux membres de (7) est 
visiblement la somme îles valeurs qu'il aurait pour les divers terme* 
pris seuls; et il suffit que nés valeurs partielles soient égales chacune 
à chacune dan- les deuv membres pour qu'on puisse en dire autant 
îles valeurs totales. Or une fonction monôme du second degré est de 
l'une des deu\ formes u Vcr i , tt \yz. «ttivanl qu'il y figure le 
carré d'une des variables ou le produit de deux d'entre elles. Dans le 
premier ms. les dérivées partielles premières de // se réduisent à une 
seule, •>. Y./* par exemple, et le premier membre de (7), devenu 2 A,r.r,. 
est bien symétrique en ,r et en .r t . Dans le second ras, la fonction 
u = A yz a deux dérivées ; lune, A 3, en v, l'autre, A v, en 3; et le 
premier membre de ( 7 ) est l'expression A( v, 3--- 3 , v), également 
«y métrique pur rapport à y et v,. - et 3,. Le tliéorénie est donc vrai. 

Pour donner une idée de s<*s applications à l'équilibre des corps 
élastiques, considérons un tel corps, pris d'abord en repos et à Vêlai 
naturel ( c'est-à-dire libre de toute action extérieure), comme l'en¬ 
semble d’un nombre prodigieux de points materiels, que je désignerai 

respectivement par ///, mm" . rapportés à un svsterne d'axes 

rectangulaires des .r, y, 3; et supposons que, par l'application, à ces 
divers points, de certaines forces extérieures se faisant équilibre sur 
l'ensemble du corps, on leur imprime de petits déplacements, dont 
J’appellerai les trois projections, suivant les axes, //, r, w pour le 

point m, «\ c\ «■ pour le point m\ tt\ v\ «•’ pour le point /«”,_ 

Je désignerai d'ailleur* par X, 1 , Z le* trois composantes, suivant les 
axes, de la force extérieure ou déformntrice appliquée au premier 
point; et. de même, par \\ Y\ Z‘ les composantes pareilles pour le 
*econd point, par A", \ % Z" celles qui seront exercées de même sur le 
troisième ; etc. ( .es forces se trouveront neutralisées par les composantes 
analogues des réactions intérieures qu'auront fait naître les petits dé¬ 
placements, composantes qui sont ainsi, respectivement, —-—Y, 
- Z sur le premier point, — \\ —Y', — 7 J sur le second, etc. Or,en 
vertu d'une loi plivsique fondamentale, ces composantes des réactions 
intérieures *0111 des fonctions homogènes du premier degré de tous les 



otl EX KKSCTrTR VCf\m I.ES DÉ PL AC, IXTÉH. »’lïX SOU&E ÈJ.iSTIOL’E. 12?* 

lolita déplacements «, i\ n\ té. r\ iy'_qui leur ont donné naissance. 

et elles égalent les dérivées partielles respectives d’une même fonction 
homogène et entière du second degré» [dite fonction des forces <» ij de 
tous ces déplacements. On a donc, pour résoudre le problème de l'équi¬ 
libre, c’est-à-dire pour déterminer «, e, iv, a\ </,... quand X, Y. Z, 
V,... sont connus, le système d équations du premier degré 


(H) 


d'ï ^ th , th 
du dv /fw 



V, 


* * * # 


Avec un second système de forces \„ Y„ Z„ X\ .on aurait de 

nouvelles valeurs //,, c,, ir,, u' t ,... pour les déplacements. Appelons 
fi ce que deviendrait alors l'expression de ç, et les équations r‘8) 
seront, dans ce second cas. 


><j) 


ffo | 
(lui 


-IK 

’ dv j 


V 

Yl ’ 


Z„ 


«/» 


ri 


d u , 


V'i 


Cela posé, la formule (7) appliquée aux fonctions homogènes et 
entières du second degré •» et oit u, *\ ic, 1/, c\... et //„ <•,, «•,. 

p',,,., ont maintenant le rôle qu'avaient jl-, y, z. ... dans u et 
t'i, v|.... dans «j, donne 


(H 

dît 

r/; 

rh 

,f ‘ (fÙ 

, (h 
"* ctÎP 

do» 

__• * 

dti y 

d'Zy 

p * 

<*•» 

fm‘l 

» «■ £1 

ttu , 


«>u bien, en introduisant, d'après (8) et (9), les valeurs des forces ex- 
té ri eu res X, \.X|, Y,.et changeant les signes, 

no) X« r - Y d Ztr, — V «, —,.. -■ V, « - Y t c -• Z t w - - X\ u*-,-..., 

Or la somme des produits des forces X, Y _par certains déplace¬ 

ments de mêmes sens r t .... de leurs points d'application, constitue 
ce qu'on appelle le travail de ces forces pour ccs déplacements. La 
relation (ro) exprime donc que, si (leur systèmes differents de forces 
se font séparément équilibre sur te corps, chacun d'et/r produit te 
même travail total dans les déplacements ou les déformations 
d'équilibre que fait naître Vautre. 

Supposons maintenant que. dan* chaque système, les forces e\té- 


(•) On ht * tco î;iu» iiin-j, pour rappeler que toutes les fuive- intérieures enjeu 
dans le système considéré de points matériel* s’en déduisent par de simples «lit'— 
fércntiaünns. 
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lieures dont le travail n’est pas nul se réduisent à une seule (le^ 
autres, qui lui font équilibre, n’étant appliquées qu’en dts points 
maintenus fixes) : il y aura évidemment égalité des produits respectifs 
de chacune de ces deux forces par la projection, sur elle, du déplace¬ 
ment de son point d'application sous l'action de l'autre. Et il n'est 
pas moins évident que la mémo égalité continuera, d’après (10), à 
s'observer, si l'on décompose ces deux forces en actions élémentaires 
ne sollicitant que des points dont les déplacements en question soient 
pareils. Quami, par exemple, les deux forces dont il s’agit seront les 
poids de deux charges équivalentes, déposées dans deux petites ré¬ 
gions différentes du corps élastique, ces deux charges, par les défor¬ 
mations qu'elles feront naître sur le corps, s'imprimeront mutuelle-* 
meut le même déplacement vertical, dans lequel ne sera pas compris, 
Ilien entendu, celui qu'éprouvera chacune d'elles par l'effet de son 
propre poids t 1 ). 


90*. — Application du théorème de Cauchy à l’étude des rapports exis¬ 
tant entre les tangentes, très éloignées, d’une branche infinie de 
courbe, et son asymptote. 

Le théorème deCaucbv peut être utile dans d'autres questions que 
l'étude des expressions de forme indéterminée. Il permet, par exemple, 
de démontrer analytiquement que, si la suite des tangentes à une 
branche infinie de courbe plane terni vers une position limite, celle-ci 
est asymptote à la courbe; et que l’asymptote, toutes les fois qu’elle 
existe, est la limite vers laquelle tend, sinon toujours la série com¬ 
plète des tangentes, du moins la série indéfinie mais discontinue 
formée par certaines d'entre elles ; faits peut-être non moins facile.-*, 
il est vrai, à établir d’une manière purement géométrique. 

A cet effet, donnons-nous sous la forme r—/(./*) l’équation de la 
branche infinie considérée, le long de laquelle j: est suppose croître 
indéfiniment, el admettons la continuité tant de la fonction y que de 


( ‘) J’avais remarqué d'abord cette curieuse loi de réciprocité dans les cas d’une 
plaque circulaire appuyée ou encastrée sur tout son contour et d'une barre ayant 
chacune de scs deux extrémités appuyée ou encastrée (»*oiV mon Volume intitule 
Application des potentiels à l'étude de l 'équilibre et du mouvement des solides 
élastiques, etc., pp. 1*8, i.J8 et 3 ‘»a). M, Valentino Corruti, professeur de Méca¬ 
nique à rt niversîté de Home, me lit observer qu’elle pouvait se généraliser, car 
elle résultait d'n» théorème, sur le poteuticl des forces élastiques, remarque 
en tN-', par M. Betli et par moi-uiéinc, et qui n'est qu’une application de ta for¬ 
mule {7). 
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-a dérivée v\ Soient f.r 0 , v 0 ) un point de la courbe très éloigné et (>,. y,) 
un autre point pris incomparablement plus loiu encore, ou tel, que b; 
rapport de *r u à x, égale une quantité fort petite :. Comparons entre eux 
les ftcrroUüumctiLs éprouvés parles deux fonctions continues et à dérivée 


• Vf 

continue-# - , quand x y passe do la valeur x u à la valeur «r,. Ce 


x x 


rapport, étant celui de — — à - l -- 1 -, vaudra le quotient de 

Xj Xù /( X (, 

y y» 

)'(, — i\ '■■■■• par i — - ou par i — - , et. d’après le théorème de Cauch v, 


x, « x, 

il égalera le rapport, y — .rv', des dérivées, 


xy - - v — i , y , 

‘ —r —y —-y de - et de 

X* u;* x 


1 y pour une certaine valeur x intermédiaire entre x u et xq. Un 
aura donc 


■ia) 


•'o =- u' ~ *y'n 1 — *j. 


relation facile à interpréter, car v - - .cy* est [ ordonnée à l'origine 
de la tangente menée à la courbe en ( æ, r), c'est-à-dire la distance 
séparant l'origine du point oit l'axe des y* se trouve coupé par cette tan¬ 


gente (qui a pour coefficient angulaire r'), et r„ — r 0 est, de même. 

' r i 

l’ordonnée ù l'origine de la droite menée en (x„, v 0 ) dans la direction 

définie par le coefficient angulaire — , ou parallèlement à la droite 

joignant l’origine au point (Xj.yq). 

Il est clair, d’après cette formule (ri), que, si l'ordonnée à l'origine 
de la tangente tend vers une certaine limite b à mesure que .r grandit, 

l'ordonnée à l'origine v„ — .r„ -*• tendra aussi vers />. Kl les quotients, 


J’i 


»• 

.r 


v’ et r ' 


■ , île ces deux ordonnées finie,, nar -r et j- v , dovien- 
t'o J 't 

dront inliuiinent petits; ce qui. donnant, avec une erreur relative de 


plus en plus faible. —et v' -, montre, d'abord, en faisant 

* 1 x 0 xj " .r 

f y 

varier Jt\ indépendamment <!c x lt que- tendra vers une certaine li- 

* 1 x 

mite finie, que j’appellerai a, et. ensuite, que viendra aussi vers cette 
limite et. Donc, d'une part, la tangente, définie complètement par 
son coefficient angulaire y’ et son ordonnée à l’origine v— .rv\ ad¬ 
mettra une position limite; et, de meme, la droite menée par (x fl , r n > 

dans la direction que délinit le coefficient angulaire * a ‘ en admettra 

X'i 

U. -- 1. /*«/’/«■ VWH JilutlClitllil v. 


Vt 


Y 


<1 
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une analogue, appelée, comme ou sait, l'asymptote à la courbe, qui s’eu 
approche indéfiniment (car ou peut, eu construisant cette droite, mobile 


le long de la courbe, prendre x ou «, de manière k ne la 

T 1 

déplacer que parallèlement à elle-même, suivant l'a\e des y\ de ta 
quantité restreinte, constante pour toute son étendue, dont varie «.ou 
ordonnée à l’origine). D’autre part, ces deux positions limites nVn 
feront qu’une. Donc, quand la tangente s’approche d’une position 
limite, celle-ci est bien i'a-v ni ploie, déterminée, de la manière 
connue, par son coefficient angulaire et par son ordonnée ù l’ori¬ 
gine. 

Mais supposons, réciproquement, qu'une asymptote à la branche de 
courbe existe dans le plan, et appelons a sou coefficient angulaire, h 
son ordonnée à l'origine. La parallèle qu’on lui mènera par (,r 0 , r 0 ■ 
aura son ordonnée à l’origine r<> —extrêmement peu différente 
de b ; d’où il suit, en divisant par l'abscisse très grande x^ que la diffé- 

rencc-- a sera extrêmement petite, ou que le rapport — tendra vers 


X 0 * * * * X 

a à mesure que x croîtra. Prenons ,r x assez grand pour que— diffère 

i* 


* 1 û ♦ 

de a incomparablement moins que “ou pour que la différence 


y q _ jf« 0 il se confonde presque avec r„— ax$ et, par conséquent, avec 

- X| 

b. Il est clair, d’après (22), que l'on aura sensiblement r — xy ! r b . 
équation d’où résultera, en divisant par l'abscisse très grande x, 

y sensiblement — ou a; c'est-à-dire que la tangente menée à la 

courbe en (.r, y) aura presque la même ordonnée à l'origine et la 
même direction que l'asymptote. Ce raisonnement pouvant être répété 
avec une infinité de valeurs différentes, de plus en plus grandes, de 
jr 0 , de x t et, par suite, de x } on voit que l'existence d’une asymptote 
entraîne bien celle d'une infinité de tangentes dont les positions sur 
le plan différent de moins en moins de la sienne. 

Il faut donc que l’ordonnée à l'origine de la tangente, r — j*v', ne 
tende vers aucune limite, mais oscille indéfiniment dans une étendue 
sensible, en augmentant et puis diminuant une infinité de fois, pour 
que la suite continue des positions de la tangente ne tende pas vers 
l’asymptote. Or cela suppose que la dérivée de y — xy‘ } dérivée qui 
est y' — y' — xy" -sz. — xy\ change de signe une infinité de fois, ou 
que la dérivée seconde y tien change pas moins souvent elle-même. 
Un tel fait n’arrivera jamais dans une courbe algébrique ; car, d’après 
l’expression de v* qu’on a appris à calculer au n® 56 (p. in), se- 
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ehangcmcntç de signe ne peuvent se produire qu'aux points où elle 
devient soit nulle, soit infinie ; ce qui, dans les deux cas. donne en .* 
vl j une équation algébrique, ne pouvant admettre, par sa combinai¬ 
son avec 1 équation même de la courbe, une infinité de solutions ré¬ 
parées les unes des autres. C'est donc seulement dans certaines li-ncr 
transcendantes que Jasvmptote d’une branche de courbe peut ifêtiv 
pas la limite des positions fie toute ta suite de ses tangentes. 



COMPLÉMENT A LA NEUVIÈME LEÇON. 

SÊIUK DE T VYLOU POL'K LES FONCTIONS DE PLUSIEURS 

WMAliLKS; ETC. 


<iG*. — Application de la série de Taylor au calcul le plus approché 
possible des dérivées d une fonction par le moyen de deux ou de 
plusieurs valeurs voisines de la fonction. 


Comme application île la formule «le Taylor dans le cas d'accroisse¬ 
ments h très petits, cherchons la meilleure manière d’évaluer approxi¬ 
mativement les deux, dérivées première et seconde f\x ), /’(«*) d'une 
fonction /‘(,r). au mo\en d*une suite de valeurs «le J {x) correspon¬ 
dant à des valeurs de la variable voisines et équidistantes, comme 
x ^ /> x à, x -r 2 A, etc. 

t 

Et, d’abord, la relation (i 3 ) [p, i 5 a], *i ion y change x en x — * 
et puis /i en >.A. devient 

fi.r - A ) — fi.r - A \ 

i a 3 ) /«4M* (sensiblement)’ 2 A . * 


ce qui montre «pie l’expression la plus approchée de f\x) parmi 
«apport de petites différences s’obtient on divhaiil par ±jt — â non 
pas L’accroissement, A/(.r) » f\x — h) — /(x), qui distingue de la 
valeur actuelle J\x) de la fonction sa valeur suivante /(x A), ni la 

«liirèrence analogue, \/i x — A ) f(.c) —/(.r - A) de la valeur ac¬ 

tuelle à la valeur précé«lente /(a?— A)» mais leur demi-somme ou 


f(r h \ Ht — h \ 


et dan< 


moyenne arithmétique, exprimée par 

laquelle paraissent, à l’exclusion de la valeur actuelle J\x) delà fonc¬ 
tion, les deux valeurs précédente et suivante /(a? — A )*/(jî -r A ). 

Quant à la dérivée seconde / U ), en la regardant comme la déri¬ 
vée de f(x)y on trouvera par la formule ( 23 ), dans laquelle on rem¬ 
placerait ri A par A et / par 
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Or on peut substituer de même à j 


üf'(a. ~ }• il vient dune 


f*f> 


t f v (x) -- {sensiblement ! . r ^ ’ 

A* 


I 


•x 

/** 


/(jt --- A ) — fi? - A » 


/(XI ] 


On formerait d'une manière analogue, pour les dérivées d'un ordre 
plus élevé /*(jp), f tt {x) i etc., des expressions où il u'entrerait évi¬ 
demment pas plus de valeurs de la fonction venant après la valeur ac¬ 
tuelle f(æ) que d’autres venant avant. 

Les formules (a 3 ), (a 4 )* etc., ainsi obtenues, se vérifient d’ailleur- 
en remplaçant, dans leurs seconds membres, f{x tz A), etc. par le-» 
développements très convergents 


'< x > =*/<'>-*>') rLr^- 

Ces seconds membres deviennent, respectivement. 

A*)+* r,r> ‘ • •• A r > ■■■ 


Ti .... et' . 


rtc. 


Ils expriment donc les dérivées f\x) t /"{.t i, ... avec des erreuis 
comparables seulement à A*, c'est-à-dire du second ordre de petitesse. 

Or, si Ton prenait pour la variable des fonctions f, f .dans le** 

premiers membres de (* 3 ), (a$), etc., une valeur, x -- A* par exemple, 
autre que celle x qui v figure et qui lient le milieu entre les valeur- 
extrêmes, comme x:r.h dans (a 3 ) et ('<»), paraissant aux second* 
inembres, les changements de ces premiers membres par le fat t de l'ad¬ 
dition de k à x seraient en général du même ordre que A et, par consé¬ 
quent, du premier ordre pour peu que k fût comparable à A, ou beau¬ 
coup plus grands que les écarts, de l'ordre de A 2 , existant entre lo- 
secondsmembres et les valeurs initiales /"(.r), /"(.c, « • * ( Lrs premiers. 
C'est bien dire que les seconds membres de (i .3 ). (s.’i j, etc. représen¬ 
tent incomparablement mieux les fonctions f\ f r . .. . pour la valeur 
.r de la variable que pour toute autre en différant d'une fraction sen¬ 
sible de l'intervalle A. Ainsi, dans l évaluation des f/értcées par de* 
rapports de petites différences finies, l'approximation obtenue es! 
beaucoup pins grande t/uand on v utilise un meme nombre d>‘ 
valeurs de lu fonction précédant sa voleur actuelle cl d: valeur « 
la suivant, tpte forstju'an v emploie ces dernière* à rcrettriion fies 
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première*, comme induiraient à la 
ment exactes d'ailleurs à la limite, 


faire les notations , parfaite - 


df(x) f(x "■ dx\ — f(.r\ 
dx dx 

_ d*f( x ) fi x- jt dx ) — %f( x *t* dx » f{ x ) 

dx* ' dfi~ ’ elC 


y#*. — Extension de la série de Taylor aux fonctions de plusieurs 

variables. 


De la formule de Taylor (10) [p. 1.48], démontrée pour le cas d’une 
<euie variable x dont les accroissements A sont assez faibles, on déduit 
de suite qu’une fonction, f(x, v } z), d’un nombre quelconque de va¬ 
riables x , v, z, comporte aussi une expression en série, procédant 
suivant les puissances de très petits accroissements positifs ou négatifs 
h* A, / reçus par ces variables respectives. En effet, l’on peut d’abord, 
dans/(.v — h, y — k , z -- /), regarder y h- A, :+ Jcomme de simples 
constantes et obtenir, par la formule (10), un développement en A 0 , 
h 1 y A 5 , A 5 , .... avec des coefficients fonction de y + /*, s -h /; puis 
de nouvelle» applications de cette formule (ïo) permettront de déve¬ 
loppera leur tour ces coefficients, suivant les puissances de A, et 
ainsi de suite; après quoi il ne restera plus qu’à grouper ensemble les 
termes d’un même degré en A, A, L 
Ce groupement se trouve tout fait, et l’on arrive, presque sans 
calculs, à la formule définitive cherchée de f\x 4- A, y A, z H-/), 
en se représentant les variables de la fonction f(x y y y 5) comme 
d’abord égales à leurs valeurs primitives données x, y , z y puis aug¬ 
mentées d’une manière continue, toutes à la fois, de quantités propor¬ 
tionnelles aux accroissements totaux A, A, l également donnés, quan¬ 
tités exprimables par ht, kt, U si t désigne leur rapport commun à A, 
A, /, et en ordonnant enfin, par la formule de Mac Laurin, la fonction 
de t ainsi obtenue, f(x -f- ht, y ■+- kt, z -f* U ), suivant les puissances 
du rapport t , égal finalement à 1. Appelons, pour abréger, *{t) cette 
fonction composée f(.c -7- ht, y -h- kt, 5 lt), qui dépend de t par 
l'intermédiaire des fonctions linéaires .r -f- ht, y h- kt, z-v-lt; et la 
formule (19) [p. 1 54 J, en y remplaçant/ par s, x par t, puis faisant 
£ ~ 1, donnera 



r 

i.ï.î...n 


"(o)—1<„, 


• • 
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tVy* 

oit le reste fl„, pris, pAr exemple, sons sa première forme (ao)[p. t.>4], 
sera 


f 3 <j) 


R«- 


t • JL • i » • t /l 


-ffl t o )J. 


Or on reconnaît» sans peine, que cette expression (559) de 
/(.r -h/#, y-*- A, 5 — /) constitue justement le développement de¬ 
mandé, dans lequel ç(o) /(y, v,-) est le terme indépendant de 

A, A, A j V(o) l'ensemble des termes du premier degré en A, A, /, 
s*(o) l'ensemble de ceux du second degré; et ainsi de suite, jus- 

qu'à o'" (ol, qui représente l'ensemble des termes du « i,m * 

degré. En effet, d’après la règle donnée dans une Leçon précédente 
[p. 11 3 , formule (26)] pour diffèrentier une fonction de fonctions 
linéaires, les différentiations de f(x -b AZ, y —- AZ, j* fl)y où x, y, 
-, A, A, f sont ici des constantes, se feront au moven de la formule 
symbolique 

1 î, ) i- h ^ /. r/ j *1 

<tt <{{ .r -r hl ) * */<y A'/ ) r/15 — f/ i ’ 


-7-- sisrm- 
//1 


dans laquelle les expressions-—, -t-—;—. --- 

* 1 ««y-* ht ) a < y — ht 1 ai; 

fient qu'on prend, de la fonction différentiée, les dérivées respectives 
par rapport aux variables x A/, y • 4- Az, z -h /Z, les seules dont elle 
dépende immédiatement; et les dérivées seconde, troisième, etc., par 
rapport à Z, syndiqueront de même symboliquement par le carré, le 
cube, etc., du second membre de cette formule. Donc si, dans les ré¬ 
sultats. encore fonction uniquement des variables x-bA/, r -f-AZ, 
z 4- /z, on réduit ces variables soit à x* y, -, en faisant t ~~ o, soit à 
-r-bOA, y -f- OA, 5-bO/, en faisant Z — 0 , d'une part, les quantités 
r(°)> ?"(o), .... y' aî (o) deviendront bien, en A, A, /, des polynômes 
homogènes et des degrés respectifs 1.1. ji; d'autre part, les coef¬ 

ficients de ces polynômes seront, à des facteurs numériques près, les 
dérivées partielles de l'ordre correspondant de la fonction /( jp, r, z), 
et, dans l'expression de <y*>(0), ces dérivées se trouveront prises non 
plus pour les valeurs initiales .r, y, z des variables, mais pour des 
valeurs x -b OA, y OA, z 0 / intermédiaires entre ces valeurs ini¬ 
tiales v, z et les valeurs linalcs x -b A, r-b A. z -b /. En définitive, 

v 9 ■ i 
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<>n aura, sous forme symbolique, 
f\ x h, v — /, v /1 


. i /. d , tf 

‘ 7 (/',/, -* «7, 


l <!;) ^- 


i ivt 


J f 


» // , c/ , rf \*. 

.... . | /! ... A — 4- / — ] /(JP, 

I (, d , d , \ » . 

\ r/.r tir dzJ J * ' 


avec 

K,< : 


i. a. i... n 


. 33 » 


\ 


. _ *f , d . _ tl 

( L * d » OÀ i ‘ d[ r +-0A/ <•/( s -r- 0/ ) | 


I /1 jc -h A, 4 r-r 0 A, « t 0 1 


i*-: 


dr 


d fi '• w « 

5 -) 4 j», r . Z) [ 

dy dz/ ' » 


M) 


et, après développements. 




; -/» 



- ( d {- A - 

«Lt. 

df 

\dx 

dv 

% 

dz 

. d*/,» 

dVy 


~<lr* A " 

" ' dz* 



Vu <**/ ,, f?V ,, <t*f , . 

_ /— y «7—- r 4 / -- a -7— h K 1 

s* </>'■ dz dz d.r dx dy J 


~ ZT77, (& . 




un 


( H„ = | h 

’ U. J . . . /< / 


i V> * • 


^t ■ 0 A , v -OA. c — 0 / » </»/1< .r, j\ 5 ^ 

</(*r -- OA r' 

^/yy.y, - 

[ c/<.r — 0A ( « 1 di v — 0X 7 </.r ' - ‘ r/r 


1 


I-a continuité, supposée par (3u), de £{1}. •*'{/). z"\ l •.o " J i / s 

depuis la valeur/ ; o jusqu’à la \aleur sera d’ailleurs assu- 

ive et, par conséquent, les formules précédentes s’appliqueront, si 
la fonction / et ses dérivées partielles des n premiers ordres, qui 

entrent dans les expressions de 'z{L), s'(X), k,\1 ».sont 

finies et continues pour toutes les valeurs, x --- /d, 1 Al, z i- //, des 
variables, intermédiaires entre *r, v, - et ./• - A, v-r- /. ; - /. 

Huand ces conditions se trouvent satisfaites, la série (dt) ou (3jj 
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Converge Irè» rapidement *ian^ lu cas d'accroissmnents A» A, / a»-»:/, 
faibles, puisque Fensomble île «es terme» d'tm degré quelconque est 
très petit de l’ordre indiqué par ce degré et, conséquemment. né¬ 
gligeable en comparaison de tout ensemble, qui ne serait pas identi¬ 
quement nul, de ternies précédents d'un même degré (moindre). ÏA* 
plus, elle converge bien vers la valeur de ff.r - A, y-;-//, z - ! - l) i 
car le* reste R„, exprimé par (35), est d'un ordre de petitesse supé¬ 
rieur au comme ayant dans cliacun de ses termes, outre h fae- 

leurs A, A, I très petits, un dernier facteur tendant vers zéro avec A, 
/.. /, savoir l'accroissement, tel que 

d n f( J- 0 A, r - 0 A, s - 0 /) d *J\jr, y, z • 

dur ~ OA/* ” 7f.r u ~ 


d'une dérivée partielle d’ordre n de la fonction fi .r , y, 5), pour le- 
changements OA, OA, 0/ des variables. Ainsi, le reste U„ est une frac¬ 
tion aussi petite qu’on veut de l'ensemble des termes du n iètnc degré, 
pourvu qu'on n'ait pas o. On le reconnaît d'ailleurs, direc ¬ 

tement, en comparant, dans R ff et dans cet ensemble, les termes qui 
se correspondent ou qui ont les mêmes facteurs A, A, / et les nu'tnr- 
coefficients. Après la suppression de tous ces facteurs communs, ou 
obtient des rapports, connue celui de 


d n f(r~ OA, y ■ OA. r - 0/ 
d\a -- OA /* 


ri'*/* ./*. v. s * 
d.r‘ 


d n f\ .r, r, z 
dj" 


ayant pour dénominateurs les diverses dérivées partielles du /#ordre 
de/(.r, y, v), indépendantes de A, A. /, et, pour numérateurs. leurs ac¬ 
croissements très petits corrélatifs aux accroissements OA, OA, 0/de- 
variables : or il est évident que ces rapports deviennent aussi petit- 
que l'on veut quand A. A, / tendent vers zéro, pourv u que leurs déno¬ 
minateurs ne soient pas identiquement nul-. 

J’observerai enfin (jue la formule de Ta v lot* ( 3 i ) se Ira ns formel ail 
en celle de Mac Laurin, comme dans le cas d'une seule variable, si 
l'on y comptait les accroissements A, A, / à partir de v aleurs nnUe- de- 
variables .r, r, z : ce qui permettrait d'appeler finalement ./\ y, z ce 
accroissements A. /.. / 


COMPLÉMENT A LA ONZIÈME LEÇON. 

EXEMPLES DK M.WI.UA 01 DE MIN IUA DANS DES FONCTIONS DE 
PLUSIEURS VARIABLES: MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS; PREUVE 
DE L’EXISTENCE, CHEZ CERTAINS POLYNOMES, DE MINIMA NL'LS, 
DONT DÉPEND LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 
DK L'ALGÈBRE. 


106*. - Méthode des moindres carrés. 

Les formules qui expriment avec une approximation plus ou moins 
grande les lois d'une même espèce de phénomènes naturels contien¬ 
nent le plus souvent des coefficients, dits constantes physiques ou 
paramètres physiques, dont une détermination expérimentale précise 
e>l J'un des principaux buts que poursuivent les physiciens. Par 
exemple, tous les faits se rapportant à la pesanteur terrestre dépen¬ 
dent du nombre g , égal environ à 9 ™, 8 quand l'unité de temps est la 
seconde; ceux qui concernent l’accroissement d’un corps en dimen¬ 
sions ou en volume par la chaleur dépendent de coefficients de dilata¬ 
tion spécifiques, c’est-à-dire propres au corps dont il s’agît; etc. Or, 
pour évaluer ces diverses constantes, le physicien ou l’ingénieur font 
un bien plus grand nombre d’observations qu’il ne leur en fau¬ 
drait rigoureusement, ou qu'ils ne veulent calculer d’inconnues; car, 
sans parler du contrôle que chaque ohscrvation en excédent leur 
fournit de ta loi ou formule à appliquer, ils peuvent, de la sorte, 
après avoir pris toutes les précautions pour ne pas laisser subsister 
dans leurs mesures cVerreurs systématiques, c'est-à-dire logiquement 
prévoyables, faire concourir à la détermination d’une même constante 
beaucoup de résultats observés, qu’ils ont lieu de croire alors appro¬ 
chés indifféremment par excès ou par défaut, en les combinant de 
manière à éliminer en majeure partie par neutralisation mutuelle 
leurs légères inexactitudes. Le nombre de celles-ci dans les deux sens 

O 

doit, en effet, être supposé presque pareil quand ce ne sont plus que 
des erreurs accidentelles ; en sorte que les combinaisons obtenues 
fournissent, pour le calcul des coefficients cherchés, des base.s préfé¬ 
rables aux résultats individuels de l’observation résumés en elles. 

Par exemple, la moyenne arithmétique d'un grand nombre n de 
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mesures delà longueur d'un meme objet, c'est-à-dire la/î , *' na partie de 
leur somme,! donne, en général, une évaluation sensiblement plus 
exacte de cette longueur qu’elles ne le sont elles-mêmes : autrement 
dit, Terreur de la moyenne, n i,Vro<! partie de la somme algébrique des 
erreurs affectant les résultats individuels, décroît le plus souvent 
quand n grandit ( l ). C’est du moins ce qu’indique le sens commun, 
susceptible d’être contrôlé par l'expérience toutes les fois que de nou¬ 
veaux perfectionnements apportés aux instruments ou aux méthodes 
«l’observation permettent d’augmenLer la précision des mesures et de 
corriger les résultats antérieurs. 

En général, chaque expérience faite se traduit par une équation, 
plus ou moins approchée, où U ne reste d’inconnu que les paramètres 
cherchés. Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d'avoir l'ex¬ 
pression des longueurs l d'une barre métallique à diverses tempéra¬ 
tures /, et que n observations aient été faite* dans ce but. L’expé¬ 
rience ayant montré que la relation entre l et / peut être mise à très 
peu près sous la forme 

/ — a -a- ht — e/ â , 

les paramètres à déterminer seront ô, c. Or, en admettant qu'une 
première température observée f, ait donné une longueur mesurée /,, 
qu’une deuxième température, ait donné une deuxième longueur, 
4 , etc., on aura, entre a } b et c, les n équations du premier degré 

a — f, b t\c — 4 — o, 
a -- tih - l\c — 1$— o, 

(Z * ? n b /,jC —— l fi O. 

Si ces n équations étaient compatibles, les valeurs de a , c tirées de 
trois d’entre elles les vérifieraient toutes. Mais comme, d’une part, la 
formule / — a - 4 -bt - 4 - ci 9 n'est pas absolument rigoureuse, que, d'autre 


(’) On conçoit, toutefois, que In somme algébrique des n erreurs, tout en pou¬ 
vant osciller de part et d'autre de zéro quand n grandit, a d'autant plus de Jeu 
pour croître en valeur absolue que le nombre n est plus grand; dVu'i il résulte 
qu'elle augmentera gémrralement avec n et que. par suite, IVrrmr delà moyenne 
ne diminuera pas d'ordinaire dans un aussi grand rapport que l'inverse de n. !.» 
loi d'atténuation probable «le Terreur du résultat moyen, la plus naturelle qui 
présente à l’esprit dans «le telles conditions, est la proportionnalité inverse fie 
cette erreur, en général ou en moyenne, à la fonction monôme don la plus simple 

qui grandisse moins vite que n , savoir, à \ n. Aussi cette loi est-elle précisément 
eclle que d'antres raisons, d'un «trdre assez analogue quoique plus difficiles a dé¬ 
gager, ont conduit à admettre. 
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part, l'inévitable imperfection de nos» instruments et de nos organe-* 
rend inexactes les valeurs de / et t appelées Z, et /», l t et / r « etc., il 
«'arrivera, pour ainsi dire jamais, que les « équations obtenues entre 
a , h et c puissent être exactement satisfaites. On est donc conduit à 
ce problème, de déterminer le mieux possible des inconnues au moyen 
d'un nombre beaucoup plus grand d'équations qui ne sont qu'ap¬ 
proximatif ernenl compatibles. 

C'est justement ce que fait la règle des moyennes dans le en-* 
le plus simple, alors que n évaluations d'une même quantité x 
ont donné pour celle-ci certaines valeurs peu différentes a ti 
a. t . a /t . Les divers mesurages sont exprimés par le» n équation» 


in; x -a, -o, j - a, - o, — ? - n.,—»!, 

auxquelles nous substituons, en vertu île celte règle, l'équation unique 


(i i) jc 


a t *- a* 


a, 


n 


- o 


ou 


n,r - (cti a. 


- (tu * “ O. 


Dans certains cas, les équations à résoudre dépassent le premier 
degré ou meme sont transcendantes. Mais alors on détermine des va¬ 
leurs approchées des paramètres au moven de quelques-unes de ce» 
équations données, qu’on choisit en nombre strictement suffisant pour 
former un système compatible; et l'on adopte pour inconnues de la 
question les petites corrections que doivent subir ensuite ces valeurs 
approchées, corrections par rapport auxquelles toutes les équation- 
deviennent, comme on a vu plus haut (p. 8/j), très sensiblement du 
premier degré. 

Ainsi, il y a lieu, étant donné un grand nombre n d'équations 
seulement approchées du premier degré à quelques inconnues, de 
chercher comment on pourra former avec elles un système compatible, 
dont la résolution conduise, pour les inconnues, à des valeurs qui vé¬ 
rifient assez bien toutes les équations proposées et qui. de plus, tien¬ 
nent â peu prés le milieu entre toutes les valeurs susceptibles d \ 
-atisfaire de même approximativement, comme le fait la moyenne de 
f/,, fl? 2 . a n dans le cas simple des équations (n). 

La question ainsi posée devient nu problème de minimum; car. ad¬ 
mettant, pour fixer les idées, que no- équation*, à troi< inconnues ,r. 
y. 5, par exemple, soient 


t iî ) 


\ 


IT, /’ 
<7 , ./ 


f»o 

A.i 


r, — t/l 

C,5 <f- 


<*. 


A i 




I», 
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nous chercherons naturellement, vu l'impossibilité d'annuler à la foi» 
tous leurs premiers membres, à rendre du moins aussi petite que pos¬ 
sible la somme des valeurs absolues de ces premiers membres ou, plus 
généralement, la somme des puissances d'un certain degré ni de ces 
valeurs absolues, en choisissant l'exposant ni de manière que cette 
somme soit une fonction graduellement variable de jc> y t z et quelle 
admette un minimum unique facile à calculer. En effet, dans ces con¬ 
ditions, Ja somme des puissances ni ïitn ^ des premiers membres, pris 
en valeur absolue, du système (i3), somme qui ne peut s'abaisser 
jusqu’à la limite zéro, mais qui peut en approcher beaucoup à raison 
de la quasi compatibilité des équations (j3 i, aura ses petites valeurs, 
rendant très faibles ces premiers membres, toutes groupées dans le 
voisinage du minimum, vu que, si l'on vient à s'éloigner du minimum 
en imprimant à jt, y* z des variations modérées de sens inverses, la 
somme en question, à dérivée graduellement variable, grandira presque 
de meme, entraînant dans son accroissement quelques-uns au moins 
des premiers membres du système (i3). C'est bien dire que les va¬ 
leurs de vT, y, z correspondant au minimum considéré tiendront à 
peu près le milieu entre toutes celles qui vérifieraient passablement 
les équations; et l'on pourra les adopter comme constituant les 
évaluations les plus sûres des inconnues, en vertu du principe de bon 
sens auquel nous devons la règle des moyennes. 

Reste à choisir l'exposant m. On ne peut lui attribuer la valeur i, 
car alors la fonction à rendre minimum serait la somme des premiers 
membres de (i3) pris en valeur absolue, somme qui, bien que con¬ 
tinue strictement parlant, ne varie pas d'une manière graduelle, 
ses dérivées en x, v, z croissant brusquement de zii'ih 

ou ±: îc quand un des premiers membres, dont j'écrirai la valeur 
absolue n (ax -f- b y H- cz — d) % y change de signe ou y devient 
ihfrtj :cz — U), tandis qu’entre deux de ces changements 
île signe, les mêmes dérivées en .**, y. z restent comptantes. Il n’y 
a donc pas, dans une pareille somme, la continuité de variation né¬ 
cessaire pour que son minimum, supposé même avoir toujours sa 
situation (.**, v, 5) bien déterminée, occupe généralement une position 
à peu près moyenne entre toutes celles des petites valeurs de la fonc¬ 
tion, D'ailleurs, dans le cas le plus simple, qui e>t celui de doux 
équations seulement de ta forme .v • - o, ./• - o, où la règle 

dos moyennes indique pour .»• la valeur Ju*j équidistante de a t 

et de a les écarts.*: — <?,, ,r — *:/ 4 , dont l'un, r - par exemple, est 
positif, et l'autre, .r - a 2 , négatif tant que ,r se trouve compris entre 
r/, et *ij, ont alors tour somme absolue a, <7, conviante et, par cou- 



JîiÉflt. BEa JOINDRE» CARRES, ESTE VS. I>K H ItÊûEir PES MAŸÉMNES, 

séquenl, dépourvue d'un minimum correspondant à une valeur déter¬ 
minée de ./*. 

L'exposant m, qui ne peut ainsi recevoir fa valeur i, devra évidem¬ 
ment être tel, que les équations du minimum soient du premier degré 
en J-y,Y, z y comme l'est l’équation ( 12 ) quand on peut appliquer la 
règle des moyennes : car il serait peu naturel de faire dépendre d'é¬ 
quations de degré supérieur la résolution approximative d’uu système 
qui n'est que du premier degré ; et, d’ailleurs, un système complet 
d'équations du premier degré en u?, v, z, n’admettant qu'une solution, 
impliquera le plus simplement possible l'unité du minimum désiré. Or 
comme, pour toute fonction graduellement variable de x, y, z, les équa¬ 
tions du minimum se forment en annulant les dérivées partielles pre¬ 
mières de la fonction, la somme absolue des puissances /«»«“** des pre¬ 
miers membres du système (i3) devra être du second degré en x, y, z , 
si l'on veut que ses dérivées ainsi annulées donnent des équation* 
du premier, il faudra donc prendre ou, autrement dit, rendre 

minimum la somme, graduellement variable, 

: <ajr--6,y — -d X )* 

\ -d,)* 

(*4) ' _ 

I - ia„T- b„y c„ 3 — «A,)*. 

Ce minimum existe bien; car l’expression essentiellement positive 
(j 4) grandit indéfiniment quand une ou plusieurs des variables x, y, c 
deviennent infinies positives ou négatives, et elle a nécessairement, 
dans l’intervalle, une valeur inférieure aux autres, pour laquelle s’annu¬ 
lent ses dérivées premières en x 1 r, z. Celles-ci étant respectivement 

2 (<r/i x - éj y ■ • ■ Cj z - cl\ i £îj -r- ..., 
b\y ■*- Cj s- d t )b t .... 

•M. aix ~ b x v — c, z — d\ )c r .... 

il vient comme équations du minimum, entre les inconnues en même 
nombre x, y, z t le système du premier degré 

Î (la* )t - (laù)v - (Zac)s ^ SmA 
- (S/>* - SArf, 

( S ca )x - - ( S cl? )y - ; - ( £ c* )z ■ 2 cd t 

oit S a 4 , S<z/>, etc. désignent, conformément à une notation abré¬ 
gée très ordinaire, les sommes respectives flj - fl| . -r* a* , 
ffj■ ‘ - flj A, -j— «.. "i” etc. 
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Telles sont les combinaisons, dites équations normales, qu’ou for¬ 
mera avec les relations proposées (i3), pour obtenir, en quelque sorte, 
les moyennes jr. y, z de toutes les valeurs vérifiant assez bien celles- 
ci : ces combinaisons résultent, on le voit, de l’addition des équation^ 
(i 3 ) respectivement multipliées soit par les coefficients u u a î; 
de X, soit par ceux, b l} b iy .... b n) de y, etc. 

Comme les premiers membres de (i3) expriment, pour des valeurs 
quelconques de jt, y, -, les erreurs correspondantes avec lesquelles sont 
vérifiées ces équations, la somme (i 4 ) de leurs carrés est dite la somme 
des carrés des erreurs. Aussi le mode approximatif indiqué de réso¬ 
lution d'un système incompatible, où Ton rend cette somme minimum, 
est-il appelé méthode des moindres carrés des erreurs, il a été per¬ 
fectionné par Gauss; mais Legendre, le premier, l’a trouvé et a re¬ 
marqué que la règle des moyennes, d’après laquelle on substitue l’é¬ 
quation (ta) au système (n), revenait à rendre minimum la somme 
(.r _ «j)*-!- (a.- —... -f-(jr— a H y des carrés des premiers membres, 
par l’annulation de sa dérivée en x f a(a‘—ar,)-i-2(,r— a t ) - ... -n(jt -tf*); 
ce qui lui suggéra sans doute l’idée d’en faire autant dans le cas d’é¬ 
quations quelconques. 

On voit, par cette remarque de Legendre, que la méthode des 
moindres carrés comprend comme cas particulier la règle des moyennes, 
ou que, dans le cas simple auquel répond cette règle, elle donne, non 
pas à peu près (comme on avait le droit de sy attendre), mais exac¬ 
tement, le même milieu qu'elle entre plusieurs observations; de 
sorte qu'on peut la regarder comme en étant la généralisation natu¬ 
relle. 

Malheureusement, son emploi est d’ordinaire très laborieux, à cau-e 
des multiplications nombreuses qu’exige le calcul des coefficients 2a s . 
Zab, etc., figurant dans les équations normales. Aussi convient-il de 
n’aborder ce long et aride calcul qu’aprùs avoir reconnu, par de 
simples constructions graphiques permettant de saisir d’un coup d o*il 
l’ensemble des résultats observés, si ces résultats sont assez concor¬ 
dants pour qu’on puisse regarder les observations comme suffisantes, 
et si les formules qu'on se propose d’appliquer les reproduisent à fort 
peu près. Dans ce but, ne faisant changer à la fois qu'une des va¬ 
riables indépendantes choisies, on porte, à partir d’une origine, ses 
diverses valeurs constatées, sur un axe horizontal des abscisses et, à 
la suite, on mène verticalement des ordonnées égales aux valeurs cor¬ 
respondantes, aussi observées, de la fonction. Chaque observation 
étant ainsi représentée sur le plan par l'extrémité d’une ordonnée, 
l'ensemble des points obtenus pour exprimer les observations rcla- 
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livis au changement de In variable cn question, couvrir, si elle'sont 
bien laites et très nombreuses, «nu étroite bande, le long de laquelle 
un tracera, en se maintenant à égale distance de ses deux bords, la 
courbe empirique représentative du phénomène; et c'est seulement 
dans le cas où cetto courbe sera exprimée passablement bien par nue 
relation théorique simple entre ses deux coordonnées» qu'on adoptera 
celle-ci comme loi du phénomène, en déterminant alors ses para¬ 
mètres, pour phisde précision, par la méthode des moindres carrés. 

Le plus souvent, quand la fonction à évaluer représente une quan¬ 
tité phvsique variable dan* de très larges limites, les petites erreurs 
qu'il e»t permis d'v commettre, et que l'on commet effectivement en 
la mesurant, sont proportionnées à ses valeurs. Ce qti il importe de 
réduire autant que possible, c'est donc le rapport de chaque erreur à 
la fonction même: autrement dit, il faudra disposer préalablement 
les équations (i3) de manière que leurs premiers membres expriment, 
au point de vue concret, des erreurs relatives et non des erreurs ab¬ 
solues. On v parviendra, soit en se donnant comme fonction à évaluer 
le logarithme de la quantité physique et non cette quantité même, 
logarithme sur lequel une petite erreur t correspond à la multipli¬ 
cation de la quantité physique par e 5 (sensiblement) i-r s, ou n 
une erreur relative (et non plus absolue) t en ce qui concerne cette 
quantité, soit plus simplement, si la quantité physique dont il s agit 
est, par exemple, celle que désignent les lettres d u c/», .... d a des 

équations (i3), en divisant respectivement ces équations par d lt c/*. 

r/„, avant de leur appliquer la méthode des moindres carrés. 


H» 


— Exemple de minima obtenus, dans une fonction de deux va¬ 
riables, sans qu'on ait besoin de calculer celles-ci- 

Voici, pour le cas de deux, variables indépendantes ./* et r, un 
exemple important et assez étendu, dans lequel les \aleiiis maxima 
ou minima de la fonction peuvent se calculer sans qu’on ait besoin 
de résoudre les équations correspondantes en .r et jr. 

Imaginons, sur tout le plan horizontal «le deux coordonnées rectan¬ 
gulaires .r et v, une fonction do point ï ~ b (/, J^}j partout continue, 
ainsi que scs déniées partielles des deux premiers ordres, et dont le 
paramètre différentiel du second ordre A*9 soit identiquement nul. 

Pour abréger, nous appellerons z sa dérivée seconde oblique 

V 

. d*'i d-v . , , 

p, --- 5 scs iloux dérivées secondes directes j V 2 y ~ f fÿ i* *I 111 0,1 * * l ‘ ul 
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somme A,? égale à zéro par hypothèse et leurs deux dérivées respec¬ 
tives en y et en a\ 4 , — -J ■> évidemment identiques à celles de z en 

.r et en v. Considérons le carré, A J 9 = ^rJ.j -r ÿi* «e son paramètre 

différentiel du premier ordre en un point quelconque (u: } v) du plan, 
et imaginons qu*on y élève verticalement une ordonnée - égale à la 
moitié, ’ A* 9, de ce carré. Aous aurons ainsi la fonction, essentiellement 

positive, 

i (do* do*\ 

0*1 * ou M^‘)~ *{27*^ dy*)' 

dont il s’agit de trouver les maxima et les minima. Des différentia¬ 
tions immédiates donnent pour ses dérivées partielles premières et 
secondes p , 7, r, /, en se rappelant les notations p, <r, — p des déri¬ 
vées secondes de o, ainsi que l'expression des deux dérivées premières 
de z au moyen de celles de p : 


do 

P “ dr ? 
do 

* = dr ’ 


do 

4 *' 

do 

dr 


(17) 


r - 


(Z*--Z* 
' * 


(' 


(do dp 
* ' ' v c(.r du' 

do dp 
dv d.r 


do ds 
s 1 Ü dv 

(do dz 

^ bi ai 


do dz \ 
d? dy) 


do dp - 

_ t *- ). 

dv d Vf 

** t- ' 


Une double application de l’identité connue 

(aa'.s- bb"\* - 4 - (ah - ha’ J* — * a* b*y. a'* h 1 ) 

en déduit de suite 


( iN 1 


t 

| p* Hh 7* 
« 

| /7 — A 4 


/ do* do* \ ‘ . „ 

(do* do* \ (dp* #/p*\ 

( ffï |S “ [ ré j'* dy * ) (dï : * i/r*/ 


ou bien, par la substitution de ss. d'après (16). à la somme des 
carrés des deux dérivées premières de 9 et par celle de A*p -f- A*? à 
•>Af p (que rend possible l'égalité des dérivées premières de t en .r et 
r à celles de 0 en r et de — p on 

Uq.i /> ! ^? 2 =--•*=(?*- s*', r/-s'~ yp*- - îî) 2— ^Afp -t AJt). 

Iï. __ t. Partie compté mai taire. •*> 
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lift* 

La pente de la surface étant supposée bien continue, nous devons 
en premier Jiea, d'après le principe de Fermai, annuler la somme 
p*-h 7*; ce qui, vu sa \aleur (19), ne se peut qu’en posant soit 5-0, 
soit ->*oï mais, alors, '3*-f*« t = o. L’hypothèse z ~o donne évidem- 
ment des minima de l'ordonnée essentiellement positive z> pourvu 
que celle-ci ne reste pas nulle indéfiniment tout autour, mais qu’elle 
augmente au sortir de régions limitées en tous sens. Quant à F hypo¬ 
thèse multiple z > o, p* -T- 7* = o, elle rend l'expression (19) de rt — s* 
égale à — ;;(A*p-4- AJ7), c’est-à-dire négative pourvu que A t p et A, 1 
ne soient pas nuis; et, d'après la condition (10) [p. 170], il ne se pro¬ 
duit alors ni maximum ni minimum de z. 

Reste à examiner la supposition tout exceptionnelle, dont nous avons 
fait abstraction dans la théorie générale, où cette double hypothèse 
z^>o, t 1 —o donnerait rt— par suite de l’annulation si¬ 

multanée de A,p et de A,or; ce qui entraînerait celle de toutes les déri¬ 
vées tant secondes que troisièmes de o, et des cinq dérivées premières 
et secondes p } q, r, $, t de z t soit en un seul point, soit sur une cer¬ 
taine étendue, définie par la région de contact de la surface z — |-A*s 
avec son plan tangent horizontal correspondant. A des distances infi¬ 
niment petites tout autour de cette région de contact, l’ordonnée z se 
mettant à varier, la pente \ p*- t- 7* de la surface et, par suite, d’après 
la première (19), la somme p*Hh cesseraient d'étre nulles, ainsi que 
les deux paramètres égaux A,?, A t <r, qui mesurent la rapidité des 
changements respectifs de p, 7 dans les sens normaux aux courbes 
p = const., arrrconst. Et, d’ailleurs, p, 7, tout au plus comparables aux 
produits des valeurs actuelles déjà accrues, A t p, A, 7, de leurs rapi¬ 
dités de variation, par les distances infiniment petites parcourues 
depuis la sortie de la région de contact, ne pourraient manquer d’étre 
d’un ordre de petitesse supérieur à celui de A,p ou A, 7; en sorte que 
p*H- s* et, à plus forte raison, (p* -h 7 *) a seraient négligeables en com¬ 
paraison de Afp-t-A*?, ou de z( Ajp4- Af*). Par suite, tout autour 
soit du point, soit de la région où p, 7, A x p, A!?,/>, 7, r, I s'annu¬ 
leraient, la différence rt — s* cesserait, d’après la seconde formule 
(19), d'étre nulle, pour y devenir essentiellement négative. 

Or il suit delà, comme on va voir, que la surface æ -J-AJ« ne 
pourrait pas se relever tout autour de sa région de contact avec son 
plan tangent horizontal, ou s'y abaisser tout autour, et que, par con¬ 
séquent, l’ensemble des ordonnées z correspondant à cette région ne 
serait pas entouré d'autres ordonnées toutes plus grandes ou tontes 
plus petites, bref, ne constituerait ni un minimum, ni un maximum. 

Si, en effet, la surface se relevait ou s'abaissait tout autour de la 
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région de contact supposée, ses pentes y étant continues, son plan 
tangent actuellement horizontal (censé pour un instant mobile) n au¬ 
rait qu'à y tourner infiniment peu autour d'une de scs droites presque 
tangente, mais entièrement extérieure à la région de contact, pour se 
détacher de la surface sur toute l'étendue de cette région et venir 
presque aussitôt la toucher en un point voisin, situé de Tautre côté 
de la droite, c’est-à-dire du côté oii le plan, dans son mouvement, se 
serait approché de la surface, qui, à ces endroits, n’en aurait été éloi¬ 
gnée d’abord qu’cvtrêmement peu. 

C’est dire que, en certains au moins des points, très voisins de la 
région de contact primitive, oit les trois dérivées secondes /*, $, t ne 
seraient plus nulle», la surface z = fi^^y) se trouverait entièrement, 
jusqu’à des distances infiniment petites tout autour, d’un même côté 
de son plan tangent mené en ces points, ou, autrement dit, que les 
coupes de la surface par des plans verticaux s’y croisant seraient 
toutes au-dessus ou toutes au-dessous de leurs tangentes relatives aux 
mêmes points et situées sur ces plans tangents. Bans de telles condi¬ 
tions, une quelconque de ces coupes étant supposée parcourue en 
s’élevant ou en s'abaissant suivant qu'elles seraient au-dessus ou au- 
dessous de leurs tangentes, sa pente, prise en valeur absolue, se trou¬ 
verait, évidemment, d'abord plus faible que celle de la tangente con¬ 
sidérée, et puis moins faible une fois le point de contact passé, puisque 
sa distance verticale à la tangente irait d’abord en diminuant jusqu’à 
zéro, pour augmenter ensuite. Quel que fût le cas, la pente absolue de 
la courbe grandirait, ou varierait d’un bout à l’autre dans un même 
sens; et sa dérivée, par rapport à une abscisse rectiligne / comptée le 
long de la projection de la courbe sur le plan des xy, aurait le même 
signe pour toutes les coupes se croisant au point de contact considéré. 

D'ailleurs, les deux coordonnées x et y, aux divers points de cette 
projection, seraient évidemment liées à l par deux relations de la 
forme x ~ x 0 4- IW, y ~y 0 -+- K f, II et K désignant deux coefficients 
constants dont le rapport définirait la direction du plan de la coupe, 
et #<» yo étant les deux coordonnées de l’origine des abscisses /. Telles 
seraient les expressions de x et y, fonctions linéaires de /, à substi¬ 
tuer dans la valeur z y ) de l'ordonnée verticale z de la courbe ; 

moyennant quoi la dérivée première de z en / serait la pente de cette 


« fl* S 

courbe et, sa dérivée seconde * la dérivée (de cette pente) qui, au 


point considéré (a*, y), devrait garder constamment le même signe 
quel que fût le rapport de H à K. Or cette dérivée seconde ayant évi¬ 
demment l'expression «HK-r-/K ! , la conservation de son 
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signe reviendrait, comme on a vu parla formule (10) [p. 17** Ji à poser 


O) 


rt — a* > o, 


relation oii le signe > n’exclurait cependant pas d’une manière ab¬ 
solue l’égalité. Ainsi, un maximum ou minimum ne serait possible, 
dans les conditions étudiées, qu'autant que la différence rt — .s* cesse¬ 
rait d'ètre négative sur une partie au moins de l’espace entourant ce 
que nous appelons la région de contact. Donc, comme elle y prend 
partout le signe—, l'hypothèse s>o et -i- = o ne peut, en 

aucun cas, donner ni maximum, ni minimum. 

En résumé, la fonction considérée s = \ o ne comporte pas 
d’autres valeurs maxima ou minima que des miniraa nuis, même en 
comprenant dans cette double dénomination des valeurs voisines, en 
nombre infini, qui seraient égales entre elles et entourées d’autres va¬ 
leurs toutes plus petiLes ou toutes plus grandes. 

Les valeurs de x et de y rendant z minimum ne pourraient s’obte- 
tenir qu’en résolvant avec plus ou moins de peine le système des deux 

équations ^ = o, ^ = 0, auxquelles équivaut la condition trouvée 

j — o, AJ o = o. Mais l’existence effective d’au moins un minimum se 
démontre sans difficulté dans le cas relativement simple où la fonction ? 
est rationnelle en x et en v, c’est-à-dire se réduit à un polynôme, 
pourvu toutefois que ses dérivées premières soient variables ou que 
son degré dépasse le premier; et il en résulte cette conséquence impor¬ 
tante,que lesdeux équations simultanées, susceptibles encore d’ètre fort 


complexes, ^ = o, ^ =0, y admettent certainement une solution, 

ou sont vérifiées par un système de valeurs do x et de v >. 

Pour démontrer alors le fait de l’existence soit d’une ordonnée, soit 
d*un groupe d'ordonnées moindres que toutes celles qui les entourent, 
il suffit évidemment do faire voir que la fonction 5, finie et continue 
pour tontes les valeurs finies de x et de y, grandit sans limite quand 
on s’éloigne indéfiniment de l'origine dans quelque sens que ce soit. 

A cet effet, considérons on particulier, dans le polynôme <p (supposé 
être au moins du second degré, comme on vient de dire), 1 ensemble 


fies termes du degré le plus élevé, ensemble dont les dérivées pre¬ 
mières en x et y, fonctions homogènes d'un meme degré /*, seront 

aussi les parties les plus élevées de ^ et donneront également, 

*■ 

par la demi-somme do leurs carrés, la partie de z dont le degré, si«, 
sera le plus haut. La relation A, s ^one cessera pas d’ètre vraie quand 


r 
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on réduira provisoirement 'z à cet ensemble de termes; car, quel que 
puisse être un polynôme c, l’expression A â '$ ou est un nou¬ 

veau polynôme, qu’on peut se représenter, par exemple, ordonné 
suivant les puissances décroissantes de x, et dont l'annulation pour 
toutes les valeurs de x exige, comme on Ta vu (p. 69), Tégalité à 
zéro de chaque coefficient, formé lui-même de parties en y ou le* 
coefficients numériques totaux de dilfére» tes puissances dey* devront, 
pour une raison analogue, être nuis. 11 y aura, par conséquent, dans 
la somme A 3 <p, annulation séparée de chaque groupe de termes d’un 
même degré, paramètre différentiel A, du groupe de termes de ç dont 
le degré dépasse le sien de deux unités; et si, pour un instant, on 
home o au groupe le plus élevé, rien n’e ni péchera de continuer de 
même à appeler, non seulement ? sa dérivée seconde oblique eu 
x et y, mais aussi p et — t o ses deux dérivées secondes directes, 
l’une, en x, l’autre, en y. 

Alors le théorème d’Euler (p. 124*)» appliqué aux fonctions ainsi 
réduites homogènes du degré n et dont les dérivées pre¬ 

mières sont respectivement p, z et 0, — p, donnera 

(ai) 


«-—A. 

dx 


5/ 4- - 3 y 


n 


dz 

dy 


7 x 


sr 


n 


Par suite, les valeurs (17) de/?, q deviendront 
dz p* 4 - 7 4 


(«) 


nu 


dx 


n 


dz 

ou -r — 
dy 


P*. 


«ît 


n 


si 


et, d’un point quelconque (,r,y) à tout point infiniment voisin 
(x 4- dx, y 4- dy), la fonction z, ainsi bornée à ses termes du degré 
a/i, croîtra de 


(23) 


dz = /> dx 4-/7 dy — 


p* 


an 


d(x 4 4-y 4 ). 


On aura donc dz = o, ou z -- consL, en posant ^/(x î 4-y*) = o ou 
.r s 4-y*™ const. C’est dire que, dans la fonction z, l’ensemble des 
termes du degré le plus élevé an, demi-somme des carrés des parties 

les plus hautes des deux fonctions reste invariable quand la 

distance r ~\Jx* 4-*y â à l’axe des z ne change pas; et, si l’on repré¬ 
sente par \x in = \ t An le terme unique auquel cet ensemble se réduit 
pour y~ o, son expression générale sera \r ta ~ A(x*4-y*)*» Or les 
autres termes de z 9 de degrés en x et en y inférieurs à 2/1, seraient 
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tout au plus» aux grande» distances /■, de Tordre de r îrt “‘ et devien¬ 
draient, par conséquent, pour r assez grand, négligeables en compa- 
raison du premier terme Celui-ci grandissant indéfiniment, 

puisque n est supposé dépasser zéro, on voit que la surface continue 
proposée z ----- A} située en entier au-dessus du plan des xy t s'élève 
sans limite tout autour de l'origine, aux grandes distances; d'où ré¬ 
sulte bien l'existence, aux distances finies, d'une ordonnée ou d'un 
groupe d’ordonnées inférieures à celles qui les environnent et, par 
suite, nulles, comme on a vu. 

Le raisonnement précédent s'applique d'ailleurs sans que le nombre n 
ait besoin d'ètre entier ou la fonction o d’étre rationnelle ni meme algé¬ 
brique : il suffit que cette fonction o soit partout continue aven ses dé¬ 
rivées des deux premiers ordres, et qu'elle se décompose, aux distances 
considérables de l'origine, en deux parties, dont la principale ait son 
paramètre différentiel A 2 nul, comme celui de la fonction complète, 
et soit homogène d'un degré i *4- n supérieur à l'unité* Dans ces condi¬ 
tions, la surface z | A* o se relèvera indéfiniment tout autour de l’ori¬ 
gine aux distances infinies : il y aura donc, aux distances finies, au moins 
une ordonnée ^minimum ou égale à zéro ; elles valeurs correspondantes 

de j? et y constitueront une solution du système ^ = o, — o. 

J dje 9 dy 


108*. — Application à la démonstration du théorème fondamental 

de l’Algèbre. 

Le fait de l'existence d'au moins une solution finie des équations 
tfo d'z 

=: o, -r 4- ~ o, dans tous les cas où © est une fonction entière de x et 
cLc dy 

de y avant ses dérivées premières variables et son paramètre différen¬ 
tiel du second ordre A,© identiquement nul, conduit très facilement à 
la démonstration de ce principe fondamental de l'Algèbre, que tout 
polynôme/(«), fonction d'une seule variable «, admet un facteur réel 
du premier on du second degré en u et peut être, par suite, décom¬ 
posé en facteurs de ces deux sortes. 

Pour le faire voir, rappelons d'abord que, s'il existe une valeur de 
«, a par exemple, annulant/(«), ce polynôme sera divisible exacte¬ 
ment par le facteur du premier degré u — a . Nous pouvons donc nous 
borner au cas où/(«) ne s'annule pour aucune valeur (réelle) de «, 
et nous contenter de démontrer qu'il existe alors une expression du 
second degré, de la forme (u —* «*-*) 2 4 -y*, par laquelle/(«) peut être 
divisé sans reste, si l'on attribue aux deux inconnues x et y des va¬ 
leurs convenables. 



DU SYSTÈME f.GItRESPOXDANf D KQL'ATIOXS A DEUX IXCOXNUES. *5** 

Dans ce but, ordonnons les de»x expressions /( u) et (u — #)*-»-/* 
suivant les puissances décroissantes de m, et divisons la première par 
ia seconde. Le diviseur monôme employé dans chaque division par» 
tielle étant simplement «*, nous obtiendrons ainsi pour quotient un 
certain polynôme Q, entier en «, x, y, et pour reste une fonction 
analogue, mais seulement du premier degré en a , que nous pourrons, 
en appelant M et N deux polynômes en x et /, écrire M (tt — x) •+- N. 
On aura donc 


(ai) /( « ) ~ Q [y u — x i* -, - y* | — M( « — t ) — N. 

H reste à savoir si x et y peuvent être choisis de manière à annuler 
tout à la fois M et N; et, pour cela, i\ nous faut chercher quelque 
propriété de M et N capable de nous éclairer sur l’existence d'une 
solution des deux équations M =rr; o, N = o. 

Faisons d’abord, dans (a 4 )> « et il viendra déjà, en représen¬ 
tant par — 2 Cx a /? le polynôme en x et y auquel se réduit alors Q, 


ou bien 


/{xi =---- -(2Cx */?)/*-- X 



relation dont les deux premiers membres comparés nous apprennent 
que, dans tout système de valeurs de x et de y annulant X, la va¬ 
riable/ne sera jamais nulle, l'hypothèse/~o donnant simplement 
N =/(#), quantité essentiellement différente de zéro par hypothèse. 

Mais différentions l’identité (« 4 ) en x et en y sans faire varier u . 
Nous aurons 


(26} 


j 0 “ K u ~ T >* "J ~ *Q< w — *> i « 


x) — M 


dS 

tlx 


1 0 =■ 3 ? K • ■- 1 - »Qr 


Éliminons Q, en ajoutant ces deux équations après les avoir respecti¬ 
vement multipliées par »', tt — ,<r et avoir remplacé, dans la deuxième, 

le terme ^ (« — x) s par l’expression [(» — x)* 4- v 1 ] — v 1 » 

afin de n avoir qn un seul terme du résultat où figurent (« — x)- et les 
dérivées partielles de Q. Si, pour abréger, on appelle P le polynôme, 
en tt, x et y, 


«> <tn ,/() ,/\j 

‘ tlx f dy dy 
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qui sera multiplié dans le résultat par ( u — .*-j s h~ y % > et si l’on observe 
, d\l dM 

en outre que y » — y ^y — M peuvent s écrire aussi, respective¬ 
ment, il viendra la nouvelle identité 


(27) 


O — P [( U — X ) a - 





Le second membre de (27), ordonné suivant les puissances décrois¬ 
santes de 11 y aura donc tous ses coefficients nuis. Or il suit d'abord 
de là que le polynôme appelé P se réduit identiquement à zéro; sans 
quoi son terme le plus élevé en //, multiplié par le premier terme u 4 
du facteur (u — r*, donnerait le terme le plus élevé de ce se¬ 

cond membre, terme, du deuxième degré au moins, que ne pourraient 
détruire les deux dernières parties de (27) dont le degré en «est, 
soit 1, soit zéro. Ainsi l’identité (27) donne d’abord P = o, Ensuite 
l’annulation, dans (27), du terme en u subsistant revient à poser 


(28 1 


rfMv 

* 

dx 


d N 


dv 


- — o 


= O, 


et réduit enfin l'identité (27) à 

d\lv d\ 

< 29 .) -—• 

dy dx 

ou, d’après la dernière valeur (20) de N, à 


O. 


L'égalité ( 3 o), exprimant que le polynôme entre accolades Air — etc. 
a sa dérivée par rapport à y nulle, signifie que ce polynôme ne dépend 
pas de r, ou qu'on peut, sans changer sa valeur, y faire y — o. Et 
comme tous ses termes contiennent y en facteur, il est identiquement 
nul. Ainsi, l'identité ( 3 o) équivaut à écrire 


( 3 1 ) My — ^v/(*)* r ^' ?+î ] = «• 

Appelons, pour abréger, » le polynôme 
< 3a ) o -v/ix) — V 7 - ' ^ 

et les formules ( 3 i), (20) donneront enfin les expressions cherchées 
de Al et X : 
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D'ailleurs, le polynôme '* sera bien flans les conditions de la fonction 
entière de ce nom que nous avons considérée précédemment; car, d’une 
part, l'identité (38), si l’on y remplace M et N par leurs valeurs (33), 
deviendra A,?~o; et, d’autre part, ce polynôme'* aura pour dérivées 
premières en x et y des quantités variables, ou sera d’un degré supé¬ 
rieur au premier, sa partie r/(.r) étant au moins du troisième degré 
<lè« que f(x) atteint ou dépasse le second (comme on le suppose), et, 
de plus, cette partie, du premier degré en r, ne pouvant se réduire 

avec la suivante,2, v ' , t .r* y^ z , a (fcc Lee pour le moins de y* (*). 

Ainsi, il existera un svstème de valeurs de ,r et de y annulant à la fois 

f Ll. et ou X; et comme, d’après une remarque faite à la suite de la 

formule (a3), y y différera de zéro. la première relation (33) donnera 
alors M — :o. Si donc on adopte ce système de valeurs de x et dey, 

M et N s’annulant, la formule (a4) montre que (u -r;*-*- y* sera 

bien un facteur du polynôme proposé/(//). 

Le facteur (u — */•)* +y* est d’ailleurs irréductible ou ne peut être 
divisé par aucun binôme linéaire de la forme u — u; car celui-ci, en 
s'annulant pour « rle ferait annuler lui-mème, alors que sa plus 
petite valeur y*, atteinte pour tt — x, est supérieure à zéro. 

Tout polynôme proposé/(«) pourra, par conséquent, de proche en 
proche, être décomposé en facteurs irréductibles du premier ou du 
second degré; et, d’ailleurs, cette décomposition ne se fera jamais 
que d'une seule manière, ou amènera inévitablement les memes fac¬ 
teurs quels que soient ceux par lesquels on commencera, comme le 
prouve une démonstration algébrique basée sur la théorie du plus 
grand commun diviseur de deux polynômes et toute pareille à la dé¬ 
monstration arithmétique du théorème analogue concernant la décom¬ 
position d’un nombre en facteurs premiers. 


( « ) On voit, du reste, aisément,que cctlc somme S est tout au plus du degré n *4 -1 
de l’cxprcssoin y/{x), n étant celui de /(a?). Kn effet, le mécanisme de la division 
de /(a) par le polynôme (u — x)*-+-y* homogène en u,x cl y, amène constain? 
ment, dans les multiplications de ce diviseur par le terme obtenu au quotient, 
des produits dont chaque partie affectée (l’une puissance différente de « est du 
degré n en «, x cl y; d’où il suit : i* que le quotient Q est du degré n — a en 
u, x, y y et reste, par suite, tout au plus de ce degré en x et y quand on pose 
u~ X) a° que le reste M(« — x) N est également du degré n dans scs deux 
parties Mu, N — Mx, et que, par conséquent, M est du degré n — » en x et y, ou 
My du degré n. Quant à N, le second membre de (iS) montre qu’il est, comme 
My, du degré n en x et y* 



COMPLÉMENT A Lk DOUZIÈME LEÇON. 

POINTS D'INFLEXION ET POINTS SINGULIERS D’UNE FAMILLE DF. 
COURBES; CARACTÈRES DES DISCONTINUITÉS QU’ADMETTENT LES 
FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


UT*. — Lien des pointa d’inflexion d’une famille de courbes. 

D'après cela, si une famille de courbes est représentée par une équa¬ 
tion de la forme F(jt, r)— jc, où la fonction F sera supposée bien 
déterminée, finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles pre¬ 
mières et secondes, pour toutes les voleurs finies de a: et /, il sera 
aisé de trouver le lieu de leurs points d'inflexion. En appelant res¬ 
pectivement, suivant notre usage, />, y, r, s, t les cinq dérivées par¬ 
tielles premières et secondes de F en æ et/, les formules du n° 56 
(p. ni) donneront en effet, pour y calculer /' et /*, les deux équations 

( 5 ) p-rqÿ—o* r-vtsy-i-ty*~~qy*~oi 


d'où l'on déduit aisément, par l'élimination de/', 
(6) q*r—iqps -■p*t 4- q*ÿ o. 


Faisons d'abord abstraction : i° des points d'inflexion pour lesquels 
le coefficient angulaire/' de la tangente deviendrait infini, points où 
nous savons que les contacts ne peuvent être étudiés avec l'axe des/ 
choisi; et, 2*, de ceux où p, q s'annuleraient à la fois, La première 
formule (o) montre que la dérivée <7 ne peut se réduire à zéro en 
aucun des autres points du plan, son annulation pour y* fini entraî¬ 
nant celle de/?; et il résulte alors de (6) que la condition /"—o, ca¬ 
ractéristique des points cherchés, revient exactement à poser 


( 7 ) 


</*/♦— 2 qps ~pif ™ o. 


Or cette équation en ,r et /, où p elq d'une part, /* et t d’autre part, 
entrent symétriquement comme la dérivée seconde oblique $ s resterait 
la même si, pour tenir compte des points où y' devient infini, on fai¬ 
sait de l'ordonnée/la variable indépendante et de l'abscisse corres¬ 
pondante x des courbes la fonction. De plus, elle est satisfaite identi- 
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quement aux autres points qui avaient été exceptés, savoir a ceux oii 
l'on a p = o, q =-. o; de sorte que, si certains de ces points très excep¬ 
tionnels répondaient à la question, elle les donnerait» Donc, et sauf 
discussion pour exclure ceux d'entre ces derniers où v" ne s annule¬ 
rait pas, l'équation (7) définit, sur Je plan des xy, le lieu des points 
d’inflexion cherchés ou, plus exactement, de tous ceux où s'annule 
fa courbure des lignes de la famille F(^r, y) ~ c. C'est ce qu indiquait 
déjà, dans l’hypothèse d’axes rectangulaires, l’équation (»3 bis ) du 
n° 57* [p. 69*] identique de forme à (7). 

Comme il arrive fréquemment que deux courbes d'un même plan 
se coupent, il ne sera pas rare qu'il y ait un ou plusieurs points com- 
muns à la ligne exprimée par l'équation (7) et à l’une des courbes 
F(ar, y) — c, choisie au hasard : ce seront les points d'inflexion de 
cette dernière. Ainsi, les courbes présentant des points d'inflexion 


n’ont rien d’extraordinaire; et ces points ne doivent pas être assimilé.* 


aux points singuliers (vérifiant les deux équations p o, —: o ) 

dont il a été parlé dans une Leçon antérieure (p* 4 ^* )• 


H8*. _ j) e s singularités les plus fréquentes dans les courbes planes : 

points isolés; points doubles. 


Mais c’est justement ici le lieu de signaler les principales variétés 
de ces points singuliers; car, étudiant les rapports d'une courbe avec 
ses tangentes, ou, par conséquent, le fait de la ressemblance de 
toute courbe à une droite sur une longueur infiniment petite de part 
et d'autre de chacun de ses points, il est naturel de chercher à se 
rendre compte, du moins pour les lignes comportant une définition 
analytique, de la manière dont ce fait, qui constitue la véritable con¬ 
tinuité de la courbe, peut quelquefois, en certains points, ne pas se 


produire, ou plutôt subir certaines altérations. 

Bornons-nous, dans la partie générale de cette étude, aux lignes 
que représente une équation de la forme F(.»\ y) — c. où nous ad¬ 
mettons, comme tout à l'heure, que la fonction b soit partout bien dé¬ 


terminée, finie et continue, avec scs dérivées 


partielles des deux pre¬ 


miers ordres />, ç, r t s f l. Pour fixer les idées, nous figurerons cette 
fonction par l’ordonnée verticale z — c d’une surface s’étendant au- 
dessus ou au-dessous du plan supposé horizontal des dry; elles di¬ 
verses courbes de la famille seront les lieux des points de ce plan d’où 


partiront des ordonnées se terminant à la même hauteur. D’apres 
ce qu’on a vu au n* 40 (p. 48*), les seuls points qui puissent être 
singuliers satisferont aux deux équations p-. o. y-o, ou seront de 


» 11 [i 



aixacLARtrÉ* de» courbe» planes : 

ceux, pour lesquels, la pente de la surface étant nulle, il y a lieu égale¬ 
ment de se demander si l'ordonnée z — c n’y deviendrait pas maxima 
ou minima. 

Soit donc ( r. v) l’un de ces points, où passe une courbe F(^,y) -r 
dont nous voulons connaître dans tout le voisinage la forme, en rela¬ 
tion étroite avec celle même de la surface autour de l’ordonnée zzzzc; 
et supposons d'abord, comme il arrive d’ordinaire, que Jes dérivées 
partielles secondes r, s, l ne s’annulent pas, du moins toutes les trois, 
en ce point (.r, y). Alors on y aura soit rt — s* > o T soit rt — .y*< o, 
soit enfin rl — .y* -r: o. 

Dans le premier cas, nous savons (p. iy 5 ) que la valeur c de la 
fonction F au point (j?,y) sera maxima ou minima et, par conséquent, 
ne se présentera plus dans le voisinage. Ainsi, la courbe F(jt, y) c, 
passant par le point considéré (x, y), s’y réduit à ce seul point, comme 
une ellipse à son centre quand les demi-axes sont infiniment petits, 
et ses autres points ou même ses rameaux de longueur finie , supposé 
qu'elle en ait quelque part ailleurs, sont entièrement séparés du point 
{x> y). Voilà pourquoi celui-ci est dît isolé . On l’appelle encore 
point conjugué quand il ne constitue pas à lui seul toute la courbe 
F(.r, y) — ce t qu’on doit, par conséquent, bien qu’à distance, l’asso¬ 
cier à d’autres, non singuliers ou singuliers. 

Dans le second cas, où la différence rt — s* est négative, concevons 
que Ton parcoure, sur la surface z rr^F(#, y), les lignes ayant pour 
projections, sur le plan des xy> des droites d’une orientation quelconque 

voisines du point considéré A(æ, y), et 
représentées par des équations linéaires 
de la forme x — ■+* H /, y =r y 0 4- K /, 

où l est une abscisse rectiligne comptée 
suivant leur longueur à partir d’un quel¬ 
conque (jt 0i y*) de leurs points. La dé¬ 
rivée première en / de z — F (a?, y ), pente 
de la ligne considérée, aura évidem¬ 
ment pour expression p\\ ~h qK et, nulle 
au point A où p î •+■ <]* = o, elle sera 
infiniment petite très près de ce point, quelle que soit, en projection 
sur le plan des a?y, l’orientation du chemin suivi, définie par le rapport 

îl 011 *î ue J e P eu * appeler simplement y'. Mais la dérivée en l de 

cette pente, savoir 

— H1 *h- 2a 11K -+- /K* — 2$y'-f* (y"*) t 


Fig. ifi. 
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POINTS ISOLÉS ET POINTS DOUBLES, 15-* 

ne s'annulera au point À que pour les droites, BC, B'C', correspon¬ 
dant aux deux racines, réelleset inégales d'après l'hypothèse r£—$* <0, 
de l'équation du second degré r H- 2Sy'-±- ty Ji = o. Si / grandit de 
— x à oc, ou si Ton considère successivement des droites menées par 
le point A dans tous les azimuts possibles, le trinôme /* -4- ïsy' fy /à , 
qui donne son signe à la dérivée seconde de z par rapport à /, en 
changera à l'instant où y r atteindra la valeur correspondant à l'une 
des deux droites BC, B'C', valeur toujours finie pour au moins une 
d'elles; et, par conséquent, la dérivée seconde de z en /, au point A., 
sera positive pour toutes les directions comprises dans deux, opposés, 
des quatre angles formés par BC, B'C', négative pour les autres. 

Soient, par exemple, BAB', CAC' les deux angles où elle est positive, 
BAC', CAB' ceux où elle est négative» L'ordonnée z = c menée au 
point A sera, par suite, minima sur toutes les coupes verticales de la 
surface projetées horizontalement dans le double espace BAB', CAC', 
et, au contraire, maxima sur celles qui se projetteront dans le double 
espace BAC', CAB'. Si donc on imagine une autre coupe verticale, 
suivant une droite EF tirée dans le plan des xy à une distance infi¬ 
niment petite du point A et croisant sous de9 angles sensibles, par 
exemple, les côtés AB et AB', ou AC et AC', de l'un des angles op¬ 
posés BAB', CAC', l’ordonnée z de la surface, d’abord plus petite 
en E qu’elle n’est en A, deviendra plus forte en I, dans l’intervalle 
des deux droites BC, B'C', et puis, de nouveau, plus faible en F; de 
manière à passer au moins deux fois par sa valeur c relative au point A, 
savoir, en des points e,/qui, vus de A, soient dans des directions, 
infiniment voisines de AB, AB' ou de AC, AC', propres à rendre 

infiniment petite la valeur absolue de en A ou, par conséquent. 

à rendre indécise et susceptible de s’annuler la variation de z entre A 
et e ou y*. 

Mais il ne pourra pas y avoir, sur EF, plus d'un de ces points, c ou /, 
près de chaque droite BC ou B'C'. Car la dérivée seconde de s en l le 
long de EF, exprimée par rJB-!- asHK -+■ /K 4 , reste, de E en 1 ? , né¬ 
gative et de grandeur notable, étant partout sensiblement ce qu’elle 
serait au point voisin A pour les mêmes valeurs de H et K, c'est-à-dire 
pour la parallèle à EF menée en A dans les deux angles BAC', CAB'; 
et il suit de là que la pente de la surface suivant EF, décroissant 
sans cesse, est d’abord positive, puis définitivement négative, ou que, 
le long de EF, z ne croît qu’une fois et ne décroît qu’une fois, de 
manière à passer deux fois seulement par chacune de ses valeurs. 

En résumé, la courbe F(.r, r)=c, menée par le point A, coupe 
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choque droite EF voisine de A en deux points,, e.J\ situés par rapport 
à A dans des directions tendant vers AB, AB'ou vers AC, AC'; et, 
comme il est clair que. si EF se déplace, chacun de ces deux, points 
décrira une ligne, la courbe comprend, aux environs du point A, deux 
rameau.r eAc'./A/', ayant pour tangentes respectives en A les deux 
droites BC, B'C\ Un pareil point ofr se croisent ainsi deux branches 
d’une courbe est appelé point double. 

Ce sera, parmi les lignes du second degré, non une ellipse à axes 
infiniment petits, comme pour les points isolés, mais une hyperbole à 
axes infiniment petits, ou confondue avec ses asymptotes, qui en re¬ 
produira la forme dans le voisinage immédiat du point A. On voit 
donc que, tout autour des points singuliers appartenant aux deux es¬ 
pèces les plus ordinaires, la forme d’une courbe n’est plus, comme 
autour d’un point non singulier, sensiblement exprimable par une 
équation du premier degré entre les deux coordonnées x, y, à la ma¬ 
nière d’une simple droite, mais qu’elle le devient par une du second. 

Et, près de ces points singuliers, cela est vrai même des autres 
courbes F(j?, y)^=c. Car, si, appelant/i, k les petits excédents va¬ 
riables, sur les coordonnées x, y d’un point fixe choisi à volonté, de 
celles des points voisins, on développe la fonction F(x /i, y -b k) 
par la formule de Taylor, il a été montré (p. i 36 *) que la partie va¬ 
riable du développement se réduira presque à ses termes du premier 
degré, pourvu que leurs coefficients ne soient pas nuis; mais que, 
s'ils le sont, elle se réduira presque aux termes du second degré en A, 
A, supposé du moins que ceux-ci ne s’annulent pas également, ou que 
l’on n’ait pas aussi r = o, $ — o, t — o: sans quoi, le rôle principal, en 
admettant la continuité des dérivées troisièmes de F comme celle des 
précédentes, reviendrait aux termes du troisième degré; et ainsi de 
suite. Or, h et k sont évidemment, pour l’étude des courbes 
F (a? h- A, y 4- k) — c aux environs du point (je?, v y), de petites coor¬ 
données courantes toutes naturelles. Donc la forme de ces courbes s’y 
exprimera d'ordinaire, à fort peu près, par une équation algébrique 
ayant tous ses termes variables d’un même degré, d'autant plus haut 
que le point (.r, y) sera, en quelque sorte, plus singulier ou que sera 
plus élevé l’ordre des premières dérivées de la fonction F différentes 
de zéro en ce point. Et, si la discussion, parfois inévitable, de certains 
détails délicats demande un degré d’approximation supérieur, on join¬ 
dra à ces termes principaux les plus influents de ceux qui suivront, 
ou, ce qui revient au même, on recourra à la considération, pour le 
point (.r, y), de dérivées d’un ordre plus élevé que celui des pre¬ 
mières ne s'y annulant pas. 



POINTS SINGULIERS A TANGENTE UNIQUE» I%* 

H9\ — Suite ; Points de rebroussement. 

C’est justement ce qui arrive dans le troisième cas, beaucoup plus 
particulier, qu'il nous reste à traiter, savoir, celui où, la différence 
rl — ç* s’annulant, les deux racines de l’équation r 4- 2 &y H- ty"* =r- o 
sont égales et où, par conséquent, l'un des deux angles adjacents B AB', 
CAB' de la figure précédente se réduit à zéro. Pour fixer les idées, 
admettons que la droite B'C' soit venue ainsi en coïncidence avec BC, 
savoir, le point B' en C et le point C'en B, ou, au contraire. B'en B etC' 
en C. Alors la dérivée seconde de z en /, nulle au point À pour la di¬ 
rection BC, y sera soit positive, soit négative pour toutes les autres a 
la fois, et l’ordonnée z grandira tout autour du point A, ou y décroîtra 
tout autour, sauf dans un espace infiniment resserré de part et d'autre 
de la droite BC, où, ses variations étant incomperablement plus faibles, 
leur signe ne dépendra pas uniquement de ce que sont r, s y t au point A, 
mais aussi de leurs petits changements près de BC. 11 pourra donc 
arriver, soit que l'ordonnée z y croisse ou décroisse dans tous les sens 
comme suivant les directions sensiblement inclinées sur BC, quoique 
avec une extrême lenteur, soit que, au contraire, elle y décroisse ou 
y grandisse des deux côtés, quand on s’éloignera de A suivant cer¬ 
taines courbes tangente» à BC, soit enfin que, le long de telles lignes, 
elle décroisse ou croisse d’un côté de A, en allant, par exemple, vers 
B (c’est-à-dire tangentielîement à ÀB au départ), et, au contraire, 
croisse ou décroisse, du côté opposé, quelle que soit la ligne suivie 
en s’éloignant ainsi de A tangentiellcmcnt à AC. 

Il importe d’observer que, dans tous ces cas, la dérivée seconde de 
z , le long d'une droite EF coupant BC près de A et sous un angle fini, 
sera partout peu différente de ce qu’elle est en A suivant la droite 
parallèle, c’est-à-dire partout de grandeur notable et de même signe, 
comme précédemment (p. 107*); en sorte que z n'v passera encore 
que deux fois pav les mêmes valeurs, ou qu'il y aura tout au plus, sur 
chaque droite EF, deux points appartenant à la même courbe 
F(jf,y) = c que le point A. 

Il n’y en aura même aucun dans le premier ras, l'ordonnée verti¬ 
cale z r_*c, menée en A, se trouvant minima ou maxima ; A sera donc 
alors un point isolé. Dans le second cas, deux branches de lu courbe 
tangentes en A à BC comprendront évidemment entre elles les deux 
parties étroites du plan où la fonction F(.r, y) sera soit plus petite, 
soit plus grande qu’en A, et les sépareront de tout l'espace environ¬ 
nant où elle est, au contraire, plus grande ou plus petite; le point A 
sera ainsi une sorte de point double. Enfin, dans le troisième cas, une 
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pareille bande étroite, où la fonction F(.r, y) se trouvera soit plus 
petite, soit plus grande qu'en A, iveviâtera que d’un côté du pointÀ, 
d’où elle se détachera tangenliellement à AB; et la courbe se réduira 
aux deux bords de cette bande, c’est-à-dire que deux branches vien¬ 
dront, s'accolant l une contre l’autre, se terminer ensemble au point 
de contact, A, de leur tangente commune AB. Alors, pour atté¬ 
nuer autant que possible la discontinuité, on se figure la courbe dé¬ 
crite par un mobile, qui, arrivé au point A le long d’une des branches, 
Rengagerait aussitôt sur l'autre branche en éprouvant, il est vrai, 
dans sa direction, un brusque changement de deux angles droits; et 
l’on regarde ainsi la seconde branche comme une continuation de la 
première, grâce à ce retournement complet de la tangente, pareil it 
celui qui se produirait au sommet d'une parabole y* — %px d'un pa¬ 
ramètre 2/? infiniment petit. Un pareil point singulier est appelé, en 
conséquence, point de rebroussement: on le dit de première espèce 
quand les deux branches s'opposent mutuellement leurs convexités 
ou comprennent entre elles la tangente commune; de seconde espèce , 
quand, au contraire, s'appuyant toutes les deux sur un seul côté de 
leur tangente commune, elles sont concaves dans un même sens. 

Je me contente de mentionner les cas, évidemment plus exception¬ 
nels, où les bandes étroites dont il vient d’être parlé se réduiraient à 
une simple ligne, lieu des pieds d’ordonnées pareilles r, minima ou 
maxima par rapport à toutes celles qui entoureraient leur ensemble. 
On continuerait alors, pour l’analogie, à regarder les deux bords de la 
bande évanouie comme distincts; et la ligne, de pari et d'autre de 
laquelle la fonction F(.r, /) varierait dans un même sens, serait dite 
double , de même que l'est dans une circonstance analogue, pour une 
équation de la forme F(#) = c , une racine æ de part et d'autre de la¬ 
quelle F(.r) va soit en grandissant, soit en diminuant. Cette ligne 
singulière (car on y aurait évidemment partout p i -+-q i — o), serait 
donc composée de points en quelque sorte doubles, sauf ses extrémités, 
assimilables à des points de rebroussement. Telles sont, par exemple, 
les portions de Taxe des x, ou droite des foyers, auxquelles se rédui¬ 
sent à la limite les ellipses, hyperboles et paraboles obtenues en posant 

ffî l'S |'l 

respectivement F(/r, /) F(,/*, y) — ^, et en donnant à c 

des valeurs positives infiniment petites, c'est-à-dire en faisant tendre 
vers zéro l'axe non focal ou le paramètre. Il est vrai qu’on n’a le droit 
d’y appliquer la théorie précédente qu'aux points distincts des extré¬ 
mités de ces portions de l'axe des x; car, à ces extrémités, où —o 
et où :r ~ soit±: a, soit o, la fonction F(.r, y) devient indéterminée, 
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«H, sa dérivée seconde eu y, infinie, contrairement aux. hypothèse* 
faites. 

Mais voyons quel est, de tous les cas pouvant avoir lieu quand 
rt — 5*= o, celui qui se présentera d’ordinaire. Il faut évidem¬ 
ment, pour le décider, recourir aux: dérivées troisièmes de F(.r, y), 
au point A, suivant des droites infiniment voisines de BC, dérivées 
influant sur les petites variations de z dans la région à considérer. 

Supposons donc continues en À les quatre dérix'écs partielles troi- 


//* F 

sièmeâ de F(x, r ), (Æ r ^, TyTdïlÿÇ SF) ’ etdésignons-les respec- 


tivement par «, v, v, w. Avec ces notations, la dérivée troisième de 
z~F(jc t y)^ le long de la droite quelconque l du plan des ocy 
qui a ses coordonnées x, y exprimées par sera 

«H J -T-3vII*KH"3vIIK 5 -r tvK*;etelle aura, en A, une valeur généra¬ 
lement différente de zéro dans la direction BC, valeur qui, par suite, 
gardera presque la même grandeur et aura le même signe pour toutes 
les directions voisines. Mais ce signe changera avec II et K, c’est-à-dire 
avec le sens dans lequel seront parcourues les droites. Donc, le long de 
toutes ces lignes émanées de A, peu inclinées sur BG, et décrites dans 
un sens convenablement choisi, que nous supposerons, par exemple, 
être celui de A vers C, la dérivée seconde de z en / croîtra sans cesse, 
ou décroîtra sans cesse, en même temps que, suivant toutes les direc¬ 
tions autres que AC, elle sera, en A, positive ou négative;, et cette 
dérivée seconde, soit nulle (suivant BC), soit positive ou négative, 
en A, deviendra, dans un cas, et restera, à plus forte raisen, dans 
l’autre, positive ou négative, au delà de ce point A, cest-à-dire dans 
tout le voisinage de AC. En conséquence, la pente, ou dérivée de z 
par rapport à /, nulle en À, y prendra partout le même signe, et la 
surface z = F(de, y) s’y élèvera ou s’y abaissera de manière à n'avoir 
aucune ordonnée égale à celle c du point de départ. 

Mais ü n’en sera pas de même tout près de AB; car la dérivée troi¬ 
sième en l de F(o?, r), suivant la direction BAC, ne s’annulant pas au 
point A, et, cette première dérivée qui ne s’v annule pas se trouvant 
d’ordre impair, la fonction F(jr, y) n'est en A, quand on la considère 
le long de BC, ni maxima, ni minima. et elle présente, de part et d'autre 
de A, des variations inverses. Ces variations sont donc, de A en 1$, de 
sens contraire à ce qu’elles sont en s’éloignant de A suivant AC ou 
suivant toute droite inclinée par rapport à AB d’un angle sensible ; et 
le plan des xy contient, par conséquent, une bande étroite, débordant 
de part et d’antre de AB, où la fonction F(jt, y) est soit plus faible 
que c quand elle dépasse c tout autour, soit plus forte que c quand, 
B. — I. Partie complémentaire. 11 
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tout autour» elle reste eu dessous. Par conséquent, un point oitp, y 
s'annulent et où rt — .v 5 :o est ordinairement un point de rebrous¬ 
sement de première espèce. 

Observons, en terminant celte étude générale des trois cas princi¬ 
paux de points singuliers, que la direction des tangentes, définie par 
les coefficients angulaires correspondants y, n’aurait pu y être déduite 
de I équation F(,r, y) = cpar une première différentiation, dont le ré¬ 


sultat p -h qy ~ o aurait (vu les conditions p — o, y = o) laissé in¬ 
déterminée la valeur de y'. Mats une deuxième différentiation l’aurait 


fournie, du moins quand le produit qy* peut être censé rester nul 
malgré la possibilité, pour la courbure et, par conséquent, pour y ,r t 
de devenir infinie en un point singulier (p. 68*). 


Effectivement, la suppression du dernier terme y r’, au premier 
membre du résultat de cette deuxième différentiation, aurait donné 


r -+- 2 s f H- ty'* — o, équation identique à celle que nous avons trou¬ 
vée directement pour les points doubles et pour ceux de rebrousse¬ 
ment. Et, quoiqu’elle ne convienne plus pour les points isolés, assi¬ 
milables à des ellipses infiniment petites où la dérivée y reçoit toutes 
les valeurs (de sorte que le trinôme r -r-tsy'-i- ty fi ni, par suite, le 
terme y v' ne s’y réduisent pas à zéro) et où y" doit être nécessaire¬ 
ment infinie, néanmoins l'imaginante de ses racines sera, après la dé¬ 
monstration précédente, un caractère suffisant de cette sorte de points, 
car la condition rt — s* > o, trouvée leur correspondre, exprime 
justement l'imaginante dont il s'agit des racines de l'équation 
/• -h asv'-H #y* = o. Quant aux sens respectifs de la concavité ou de 


la convexité des deux branches qui se croisent en un point double ou 
qui se soudent en un point de rebroussement, on les reconnaîtrait, à 
défaut d’autre indice, en cherchant, soit par deux différentiations des 


expressions explicites correspondantes de/ en soitpardeux ou par 
trois différentiations de F(.r, y)~c, le signe, sur chaque branche, 
de la dérivée y', dont on formerait l’expression pour un point voisin 
du point singulier si, en ce dernier, elle devenait, par exemple, infinie 
et d’un signe difficile à constater (comme il arrive d’ordinaire en un 


point de rebroussement, bien que le produit qy" y soit nul). 


i 


i 


120*. — De quelques autres singularités, beaucoup plus rares : points 
multiples en général; lignes singulières; points anguleux et points 
d’arrét. 

Passons maintenant aux cas, extrêmement rares, où, pour le système 
considéré de valeurs de x et y annulant p et y, les dérivées secondes. 



bihqularjtes d’ordre élevé Dans lés courbes planes. 




i\s, /, de F(#, y) s'annuleraient également. Alors nous admettrons ht 
continuité, en (ar t y) t des dérivées suivantes, jusqu’à celles de Tordre 
qui sera le premier pour lequel elles ne s’y annuleront pas toute*. 
Appelons n cet ordre, pair ou impair, et désignons par a, , ï, y, ... le* 

dertveescorrespondantes ((xn z X(l y ^T7j p t .L éludé,pour 

(es environs du point considéré (.r, y ), des formes de la surface 
z F (x, y) et, par suite, de la courbe F(jc, y) = c , se fera par les 
deux méthodes déjà indiquées, identiques au fond, c’est-à-dire soit 
en développant par la formule de Taylor, et réduisant aux termes le* 
plus influents dans chaque cas, la fonction F(x 4-* A, y 4- /»'), soit en 
considérant directement les dérivées de F(.sr, y) suivant les diverses 
directions, au point dont il s’agit ou tout près. 

Bornons-nous à quelques aperçus fournis de suite par la seconde 
méthode. Si Ton prend, au point proposé A(.r, v), les dérivées suc¬ 
cessives de F(jt, y) suivant la droite quelconque l dont les coordon¬ 
nées courantes sont x j? 0 -r H/, y y c rK/, les n — i premières 
s'annuleront, et la aura l’expression homogène 

ali" — " K y 1!*-»K*-.-.... 

t ‘ i •>. * 


( K ftv \ 
vu que j| = ( j- ou y J le polynôme du 

w firae Jcgré 
(#) 


n . , n fi — f „ 

a-r- • S k -*- - y K 1 -- 

i ‘ * i a * 


Ce rapport, s'annulant seulement pour certaines valeurs i n au plus) 
dey auxquelles correspondent des droites comme BC, B'C*. B"C\... 
diffère en général de zéro; et, d’ordinaire, 
son signe change quand la direction le long 
de laquelle on prend la dérivée n Utma passe 
d’un des angles CAC', C’AC”,... au suivant. 

Or, si n est pair, il résulte de la théorie 
des maxima et des minima que la fonction 
F(a% r) sera minimum au point A pour les 
directions le long desquelles la dérivée 
sera positive, maximum pour celles où elle 
sera négative. Donc, à l'exception de bandes infiniment étroites 
relativement au reste, contiguës aux droites BO, B'G', .... et où la 
petitesse absolue de la dérivée n ième en A rendra le signe de cette dé¬ 
rivée incertain très près de A, la fonction F(.r, y) sera plus grande 


Fis- «*). 
v. 


s 


i 
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qu’en A dans cor tains dos angles CAC', ... el dans leurs opposés par 
le sommet, angles tous susceptibles d’être désignés à l’avance [d’après 
Je signe -i~ ou — que l'expression (8) y prendra], tandis qu’elle séra, 
au contraire, plus petite qu’en V dans les autres. 

Et le même fuit se produira si n est impair, à cela près que V(x t y) 
sera, au point A, non plus minimum ou maximum, mais en train de 
croître ou de décroître, dans les diverses directions, suivant que la 
dérivée n iim * en question se trouvera positive ou négative; de sorte que 
les variations de F(,r, y) à partir de A, au lieu d’ètre pareilles dans 
deux angles opposés par le sommet, y seront au contraire inverses. 

Il est donc évident que, le long de toute droite EF coupant BC, 
B'C'j ..., la fonction F(j?, y) ne pourra acquérir sa valeur c relative 
au point A que clans le voisinage de ces côtés BC, B'C',... des angles en 
question; et qu’elle l’y prendra, en effet, un nombre impair de fois, près 
d’un côté séparant deux angles où les variations de F ( .r, y) seron tde sens 
contraires, tandis qu’elle ne l’y acquerra pas du tout, ou l’y acquerra 
un nombre pair de fois, si, dans les deux angles contigus, la différence 
entre F(x, y) et sa valeur relative à A est de môme signe. Une seule 
fois devra néanmoins compter pour plusieurs, savoir pour m, quand, 
EF étant par exemple parallèle à Taxe des y, ou ayant pour équa¬ 
tion x — constante, la valeur de y considérée sera, non pas une ra¬ 
cine simple, mais une racine multiple, du degré m, de l’équation 
F(j, y) — c, c’est-à-dire une racine annulant les m — i premières 
dérivées de F(x, y ) en y. Toutes les tangentes possibles de la courbe, 
en À, se trouveront évidemment parmi les droites BC, B'C', ... et au¬ 
ront pour coefficients angulaires y' les diverses racines (réelles) de 
l’équation obtenue en égalant à zéro le polynôme (8), du /i IAaw degré. 

Le cas le plus ordinaire sera celui oit il y aura, d’un angle à l’autre, 
changement simple dans le sens des variations de F( x, y) et, par 
suite, le long de EF, un point unique, près de chaque droite BC, 
B'C\ ..., appartenant à la courbe F(*,y) — c menée par A. Alors le 
point A sera isolé, si le nombre des droites est nul, ou que l’équation 
en y n’ait que des racines imaginaires; simple, s’il n’y a qu’une droite, 
avec une seule branche de courbe la touchant de part et d’autre de A ; 
double, s’il y a deux droites BC, B'C' et, par conséquent, deux bran¬ 
ches croisées en A; triple , s’il y en a trois, quadruple, s’il y en a 
quatre, etc., bref, multiple , s’il y en a plus d’une. 

II importe d’observer que, lorsque les deux angles contigus, par 
exemple, à AC sont des régions où les excédents de F(a*, y) sur sa 
valeur relative à A ont soit signe contraire, soit signe pareil, il en est 
de même pour les deux angles opposés, contigus à AB, puisque, dans 
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res derniers, les variations de F (x, y) seront, ou « la fois pareilles 
(si n est pair)ou à la fois contraires (si «est impair) à ce qu'elles 
sont dans les premiers, leurs opposés respectifs. Or il suit de là que, 
sur les droites comme EF, le nombre des points de la courbe voisins 
de AB est ou impair ou pair, en même temps que celui des points de 
la courbe voisins de AC. En d'autres termes, si, partant du point A, 
on compte toutes les branches de la courbe qui en émanent tangen- 
tiellement aux deux directions opposées AB, AC, on en trouvera tou¬ 
jours, ou des nombres impairs des deux côtés, ou des nombres pairs 
des deux côtés; ce qui, au total, fera invariablement un nombre pair, 
chaque branche comptant, bien entendu, pour autant, que l'indique 
le degré de multiplicité de la racine correspondante y de l'équation 
F(æ*, j) = c, où * a variable x est donnée. D’ailleurs, le long d’une 
branche multiple, la surface s=F(.r, y) a deux tangentes, l’une 
suivant cette ligne, l’autre suivant EF, parallèles au plan des xr t 
et la pente \fp* y est nulle; une pareille branche constitue 
donc toujours une ligne singulière, ou vérifiant les deux équations 
pr=o, ç — o; et il suffit, pour que la courbe F(^,/)^cn'en ad¬ 
mette pas, que ces deux équations soient satisfaites seulement en des 
points séparés. 

Ainsi, dans les courbes dont l'équation F(jc, y) —c a pour pre¬ 
mier membre une fonction bien déterminée, finie et continue avec 
scs dérivées partielles successives, et où il n!arrive pas que toutes 
ces dérivées jusqu'à Vinfini s 1 annulent a la fois, ni les deux du 
premier ordre tout le long d'une ligne, les branches distinctes de 
courbe qui émanent d'un point singulier tangentiellement à une 
même droite, soit dans un sens , soit dans le sens opposé, sont tou¬ 
jours en nombre total pair, comme à partir d'un point non sin¬ 
gulier, et peuvent, par conséquent, s'associer deux à deux , ou bout 
à bout, ou avec rebroussement , de manière à faire de la courbe 
un tout sans commencement ni fin . 

11 n’arrivera donc jamais, dans de telles courbes, que la tangente 


Fig. 20. F*S. a«* 



éprouve une brusque déviation différente d un rebroussement, comme 



«fis* ABSENCE. DK POINTS D'ARRÊT ET DK POINTS ANGULEUX 

dans la ligne MÀ.M' (fig. ao), au point A, appelé, pour celle raison, 
point saillant ou point anguleux, où la direction passe de AT à AT' 
en tournant d’un angle TAT'compris entre zéro et deux droits; ni 
surtout, ce qui violerait encore plus la continuité, que la courbe soit 
interrompue, ou qu'une branche comme ma (Jtg. ai) vienne, toute 
seule, se terminer en un point a, dit alors point d’arrêt, 

1*1*. — Application aux courbes algébriques : absence de points 
anguleux et de points d’arrêt dans ces courbes. 

Appliquons cette théorie aux. courbes algébrique», pour lesquelles 
F {•*> V) est un polynôme d’un certain degré m, à coefficients finis (* ). 
Les dérivées partielles premières de F(j?, y) seront des polynômes du 
degré m — i; celles du second ordre, des polynômes du degré m •— a; 
et ainsi de suite. Enfin, celles du m ièln0 ordre seront constantes, mais 
non pas toutes milles; car, dans F( x> y) t chaque terme du m iémo degré, 
de la forme aura ses dérivées partielles w Ièmci égales à zéro, 

ii l exception d’une seule, prise a fois par rapport à æ et m — » par 
rapport à y, à laquelle se réduira la dérivée correspondante de tout le 
polynôme F(.r, y), Donc les conditions de l’énoncé précédent, ou qui 
entraînent l'impossibilité de points anguleux et de points d’arrêt, sont 
remplies, à l’exception parfois de celle qui concerne l’absence de 
toute ligne singulière, le long de laquelle on aurait à la fois p — o, 

(/ O. 

Mais examinons à part le cas où il existerait une telle ligne. Ses 
ordonnées correspondant à une infinité d'abscisses voisines x, et que, 
pour chaque valeur de .r, j’appellerai (n étant leur nombre) y t , y tt 
* * * j J'm annuleront à la fois F(æ, y) — c, et, par exemple, sa dé- 


C) f * RS ellipses, hyperboles et paraboles à axe non focal nul, citées ci-dessus 
(p. i6o*), ne peuvent pas être regardées précisément comme algébriques; car, si 
l’on met leurs équations sous forme entière et de manière à y laisser subsister, 
comme il le faut bien, les deux coordonnées x et y , le coefficient du terme en y * 
s’y trouve infini. Pour chacune d’elles, cette équation ne revient à l'égalité y * = o 
qu autant qu’on y adjoint l’une des trois inégalités a 1 —o, #>o, Aussi, prise 
dans son unité ou avant son dédoublement en une égalité et une inégalité algé¬ 
briques très simples, doit-elle être regardée comme transcendante : car ce qui fait 
la transcendance d’une limite d'expressions algébriques, ce n’en est précisément 
pas la complication, rendue généralement par l’effacement de certaines particu¬ 
larités (qui entraîne une allure plus uniforme) inférieure à celle des expressions 
algébriques en approchant beaucoup; mais c’est l’impossibilité de représenter 
celte limite, d’une manière complète, par une expression algébrique à coefficients 
bien déterminés. 



l>ASg f.RS COl’n0RS ALOÉBftIQCES. 



rivée q en y; de sorte que fies deux polynômes F c et q seront, 
pour toutes les valeurs considérées de x, divisibles par le facteur 

... (Y— v n ), ou auront un plus grand commun di¬ 
viseur fonction de v. Or, si Ton forme à la manière ordinaire ce plus 
grand commun diviseur, en divisant F — c. par y, puis q par le 
reste, etc., les restes successifs sont des polynômes en y ayant pour 
coefficients des fractions rationnelles en et Fun d’eux, le plus grand 
commun diviseur, du degré « au moins puisqu'il comprend le facteur 
( Y — y t ) ( y —y» ). .. O' — >'/* )> est le dernier pour toutes les valeurs 
considérées de x. C’est dire que le reste suivant aura, comme coeffi¬ 
cients de ses divers termes en y , des fractions rationnelles de x dont 
les polynômes numérateurs s'annuleront identiquement, incapables 
qu’ils seraient, autrement, de s’annuler pour plus de valeurs de x 
qu’il n’v a d’unités dans leur degré, alors qn ils le font, par hypo¬ 
thèse, d une manière continue sur une étendue finie. Donc F(x,y ) c 
se trouvera exactement divisible par l'expression rationnelle, de la 

f orme constituant le reste précédent ou le plus grand com- 

A*> 

mun diviseur. 


Dans cette expression, /(x) désigne le plus simple dénominateur 
commun auquel on ait pu réduire les coefficients des termes en y dans 
le plus grand commun diviseur trouvé; de sorte qu’il ny a aucun di¬ 
viseur en x commun à y(x) et à tous les coefficients des puissances de 
y dans o(x, y). Les restes, constants ou linéaires, des divisions de ces 
coefficients par l’un quelconque des facteurs irréductibles du premier 
ou du second degré en x entrant dansy*(x), ne sont donc tous pas 
nuis. Or ces restes, multipliés par les puissances de y affectant les 
coefficients en question, puis ajoutés, donnent évidemment le reste 
total de la division de ç(x,y) par le facteur irréductible considéré 
dey(x), car la somme ainsi obtenue est une expression dont le degré 
en x, respectivement nul ou égal à i, n'atteint pas celui du diviseur 
ou facteur employé; et comme celte expression diffère de zéro dans 
certains au moins de ses termes, le polynôme /(x) est premier avec 
&(x t y) considéré comme fonction de x. 

Cela posé, F(x, r) •— c considéré comme fonction de r, et ordonné 

. efr, vi 

suivant les puissances décroissantes de y , étant divisible par ~y^~ ~ 

ordonné de la même manière, il est clair que le quotient de leur 
division sera de même une expression rationnelle de la forme 

y—-y» oil /if**) désignera pareillement un polynôme premier avec 
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« p i» V* % V 10( Jt*% V^ /'| i 

v ). Kt «on aura l*(jr, y\ -■- c ::: 4 + % • Or celle rcla- 

*' /*{*)/{*) 

tion montre que le produit ^(x, v)s(x, y), en tant que fonction de 
x, est exactement divisible par J\ (x)/(x); et «n théorème connu, 
sur la décomposition des polynômes en facteurs, apprend alors que 
/(x), premier avec <s(x, /), doit diviser exactement tjr(x, y)» c’eî»l- 
â-dire chacun de ses coefficients totaux des diverses puissances de/, 
et que, de même,/| (x), premier avec ^(x,/), doit diviser ©(x,/), 
En appelant rç*(x,/), d>(x,/) les polynômes quotients de <£(x,/) 
par f{x) et de ©(x v /) par f x ( x ), on aura donc identiquement 
F(^.y)“ c = V(x,/)*( x, y). Autrement dit, la courbe algébrique 
considérée F(x,/) — 6*--o, quand elle a une ligne singulière, se 
compose de deux courbes algébriques, ♦(x, /) ^o, *F(x, y)-- o, 
faisant partie des familles de degrés moindres «I»(x,/) — const,, 
*f(.r, y) const. 

On dédoublerait de même ces courbes en d'autres, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu’on n’eût enfin, comme composant la proposée, 
que des courbes algébriques dépourvues de lignes singulières. Si deux 
de ces courbes plus simples, 4>(x,/) ~o et ¥(x, y)~o par exemple, 
possédaient, sans être identiques, quelque arc commun, on prouve¬ 
rait de même, par la considération d’un diviseur commun à ^(x, /) 
et à *f(x, /), qu’elles seraient encore décomposables en courbes plus 
simples; et, finalement, on répartirait tous les rameaux de la courbe 
proposée entre des courbes algébriques irréductibles oîi chacun ne 
figurerait qu’une fois. Alors, à partir d'un même point et suivant une 
même tangente, on ne compterait dans l’une quelconque des courbes 
et, par suite, dans leur ensemble, que des nombres pairs A e branches. 
Le théorème démontré vers la fin du numéro précédent s'applique 
donc à tous les cas d'une courbe algébrique, même en y regardant 
comme simples les lignes singulières. 

Ainsi, les branches d'iuie courbe algébrique n admettent jamais 
aucune autre espèce de discontinuité que des rebroussements; et 
une telle courbe ne comporte ni points anguleux, ni points d'arrêt. 


122*. — Exemples de points singuliers dans des courbes algébriques* 

Passons à des exemples, et cherchons d’abord les points singuliers 
d’une famille de lemniscates (ou ovales de Cassini). On appelle ainsi 
les courbes MN, M'N', etc., formées, les unes, de deux 

ovales séparés M, N, Les autres, d’un seul orbe ou contour, qui ont 
leurs points, M'(x,/) par exemple, à des distances, de deux foyers 
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r, F, <lont le produit FM' x F M' soit constant pour une même 
courbe. Appelons c le carré de ce produit, carré qui sera un paramètre 
variable de zéro à l'infini, a la demi-distance des Foyers, et adoptons 
pour axe des x la droite de jonction de ceux-ci, pour axe des y 

Fig. a». 

»! 




y N 






j- 


l'autre axe cîe symétrie des courbes, perpendiculaire sur le milieu 
de FF'. Les carrés des deux rayons vecteurs FM', F'M 1 ayant évi¬ 
demment pour expressions (ma)*-*- v* ou (jr*-4-y*-T-o 4 .)--3tf3\ 
l'équation (FM , ) â (F / M , )*:“ c de la famille de courbes sera 

(<)) i a*/ 1 —4 flr * Ærî " :r - 


Son premier membre est une fonction F (.r, y ) bien déterminée, finie et 
continue de x et de y, ainsi que scs dérivées des deux premiers ordres 


t»0) * 


{ p ~ .ix(x*~ jr*— «* ». q ~ 4y(^r 4 -+' i v t — <? s ). 

\ r - 4( 3jf*h- y* — o* .v -■ 8jry. / .-■ 4t ** -*- 3 r 3 - ». 


On peut donc appliquer la théorie exposée ci-dessus (p. r5f>*), et 
poser, en premier lieu, les deux équations p — o, q — o. Or la se¬ 
conde revient à y ~ o et la première, alors réduite à «*) - - o, 

donne sur l’axe des x les trois points .r - - o, x~:z\za, c'est-à-dire 
l'origine O et les deux foyers F, F', Ce sont donc les seuls du plan qui 
puissent être singuliers. Et comme la différence ri — »*, exprimée par 
i6(3# 4 — a*)(a?*-h a 4 ) quand y =^o, est positive pour x* — o 3 , néga¬ 
tive pour x = o f les foyers F, F' seront des points isolé* et, l'origine 
O, un point double, oit la courbe aura les pentes d après 

l'équation /• -h 2*y'-h iv** —- o. Et, en elfet, les deux points F, F' sont 
ce à quoi sc réduit la lemniscate quand c ^o, cas où il faut que 1 un 

ou l’autre des rayons vecteurs s'annule comme leur produit \^c. 
Quant au point O, appartenant évidemment à la lemniscate (ordi- 
dinaire ou proprement dite) pour laquelle c ~. (OF)*(Ob *)*.. o*, 
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il est celui où se réunissent les doux orbes à l'instant où, le produit 
ries deux, rayons vecteurs grandissant, la courbe cesse de se composer 
de «leux ovales distincts. 

Pour avoir un exemple, le plus simple possible, de rebroussement, 
considérons en second lieu la famille F(x, y) —- c de courbes obtenue 
en prenant pour F (or, y) le binôme <7y* — x a , où a désigne une 
longueur positive donnée. 11 viendra 

On p - q ----- >. «y, r - — C.r, s o, t “ f j,a. 

Ainsi pet q 11e s'annulent que pour x o, y o, t: 0, c’est-à-dire 
à l’origine des coordonnées et dans la courbe MOM', appelée seconde 
parabole cubique , dont l'équation est ay 1 = x* ( 1 ). La différence 
correspondante rt — s * se trouvant nulle, il y a lieu de voir, d’après 

la théorie générale (p. 161*), si, dans la di¬ 
rection unique v' — o définie par l’équation 
/* -r- zsy' ~r ty'*~ o, la dérivée troisième de 
F (or, y) diffère de zéro. Or la direction en ques¬ 
tion se confond avec Ox; en sorte que la dérivée 
troisième à prendre est celle de r par rapport àx, 
avant pour valeur — 6, Donc l'origine est un 
point de rebroussement de première espèce. En 
effet, la seconde parabole cubique, évidemment 
dépourvue d'ordonnées du côté des x négatifs et 
symétrique, du côté des abscisses positives, par rapport à l’axe desx, 
s'éloigne de cet axe au-dessus et au-dessous, pour les valeurs posi- 

tives de x, proportionnellement à x*, en présentant la pente, d'abord 
nulle mais puis indéfiniment grandissante, qu’exprime de môme propor- 

3 JL 

tionnellement la dérivée de x T , variable comme x*. Les deux bran¬ 
ches OM, OM' partent donc du point O tangentiellement à l’axe des 
.r, en s’opposant mutuellement leurs convexités, et il se produit bien, 
en ce point, un rebroussement de première espèce. 

123*. ■ Exemples de points anguleux et de points d’arrêt, dans des 

courbes transcendantes limites de courbes algébriques. 

Arrivons maintenant à des exemples de points anguleux et de points 


Fie. 
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( 1 ) On réserve le nom de première parabole cubique â la courbe où c’est l'or¬ 
donnée même y\ et non son carré qui est en raison directe du cube x 1 de 
l’abscisse. Et Ton appelle, en général, parabole de degré m t toute courbe où l’or¬ 
donnée est proportionnelle à la puissance m in * de l’abscisse. 
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d'arrêt, dans des courbes transcendantes limites de courbes algé¬ 
briques, c'est-à-dire obtenues en rendant infinis certains coefficient* 
ou certains evposants de l'équation de ces courbes. Dans le passage à 
la limite transcendante, il peut se faire que la ligne algébrique se plie 
autour d'un point 011 la courbure s'exagérerait. Si le ploiement est 
tel, que la courbe y revienne tout à fait sur elle-même, comme il 
arrive à une conique dont Taxe non focal s'annule, le point en ques¬ 
tion ne devra pas être assimilé à un point d'arrêt, mais plutôt à un 
point de rebroussement; caron ne pourra se dispenser déconsidérer la 
ligne y aboutissant comme double , du moins tant que celle-ci sera 
connue ou définie uniquement par les courbes algébriques dont elle 
constitue la limite. U faudrait évidemment, pour que scs extrémités 
devinssent des points d'arrêt, qu'elle comportât, en outre, une exis¬ 
tence, c’est-à-dire une notion, indépendante de ces courbes, et qu'on 
pàt ainsi cesser de voir les deux portions distinctes de ligne algé¬ 
brique dont le rapprochement lui donne naissance. Mais, quand le 
ploiement n’atteint pas deux angles droits tout en étant sensible, 
le point autour duquel il s'effectue devient un point anguleux. 

Un bel exemple de ce cas est fourni par la courbe limite de celles qui 
ont pour équation x in -hy ta — i, avec un exposant positif et pair an 
indéfiniment croissant. Les deux coordonnées n’y dépassent évidem¬ 
ment pas l’unité en valeur absolue, et, pour peu que l'une d'elles ne 
l'atteigne pas, sa puissance 2« ièm • est nulle à la limite aen 
sorte que l’équation donne l’unité comme valeur de la puissance 
du carré de l’autre, et, à plus forte raison, de ce simple carré. Donc, 
pour n infini, l’équation proposée, devenue transcendante, se dédouble 
en deux systèmes formés chacun d’une inégalité et d’une égalité algé¬ 
briques, savoir, d’une part, i et y*—- i — o, d’autre part, v y*<C * 
et x* — irr;o. Leur ensemble représente un carré ayant pour centre 
l'origine avec ses côtés parallèles aux deux axes des x et des y» Les 
quatre sommets, situés aux extrémités des axes de symétrie bissectant 
les angles des axes coordonnés, sont donc devenus des points angu¬ 
leux, ovi la tangente tourne d’un droit; et toute la courbure s'est, pour 
ainsi dire, ramassée ou concentrée en ces quatre points. 

Mais il peut arriver aussi que, par sa nature même, la courbe trans¬ 
cendante soit la limite de fragments seulement et non de la totalité 
de la courbe algébrique, de manière à se composer de parties in¬ 
terrompues ou à présenter des points d'arrét. Tel est le cas de la 

.1 / , \ m 

courbe figurant la fonction y =r e*, limite de r =. /1 -h ; ) où m 
désigne, par exemple, un nombre entier et positif indéfiniment crois- 



Points d'arrêt et points anoüi.ei x. 


sant. II est entendu, en effet, dans nette définition de l'exponentielle en 


tant que limite d’une ex pression algébrique, que le second terme, — , 

mx 

du binôme entre parenthèses, doit être incomparablement plus faible 
que le premier t; de sorte que m est tenu de grandir assez, quand x 
approche de zéro, pour qu’une partie importante du parcours de la 
fonction algébrique n'ait jamais à être employée, notamment celle où, 
de mxrz — i à m.v ~ o, y y varie depuis zéro jusqu’à il;*. Aussi 
I exponentielle présente-t-elle, quand .r passe du négatif au positif, ce 
saut brusque de zéro à l'infini dont U avait déjà été question dès le 


commencement de ce cours (p. O). Kt la courbe y — ■ c* ne pourrait 
pas être complétée par une portion de l’axe des y destinée à établir 
la transition de la valeur zéro aux valeurs infinies; car, la partie de 
la courbe algébrique oü se faisait cette transition ayant été exclue, il 


doit bien subsister là une lacune, La courbe ye * aura donc,à l’ori- 
gine, un point d arrêt, d’où partira, en y présentant avec l'axe des x 
(d après ce qu on a vu p. 1-47) un contact d’ordre infiui, la branche de 
courbe qui répond aux abscisses négalires. 


D’ailleurs, la discontinuité de la fonction c <: une fois reconnue, on 
peut, en compliquant l’équation, faire porter celle discontinuité non 
sur I ordonnée y*, mais seulement sur le coefficient angulaire y‘ de la 
tangente, où son effet sera de produire un point angaleux au lieu d’un 
arrêt. II suffit, pour cela, de prendre comme équation, avec une con- 

- • À'éJT A. 

stante arbitraire k y -y ~e x — i; ce qui donne, pour chaque valeur 

de x comprise entre — oc et -j- ce, une ordonnée y unique et ayant le 
signe de k y vu que le facteur x et le second membre sont positifs ou 
négatifs ensemble. Or, dans le voisinage de xzzz o, le second membre 
devient •—* 1 ou 00 suivant que x est au-dessous ou au-dessus de zéro; 
la courbe y ressemble donc, du côté des x négatifs, à ladroite < y=:— kx y 
mais, du côté des x positifs, à la droite y r::o; et la tangente tourne 
brusquement, à l’origine, de l’angle que font ces deux droites. 


121*, — Propriété des asymptote* des courbes algébriques, corrélative 
do celle qu’ont ces courbes de ne pouvoir présenter de points d’arrêt. 
Discontinuités possibles dans les fonctions algébriques. 

Cn caractère important des courbes algébriques, corrélatif à celui 
qu’elles ont de ne pouvoir admettre de points d’arrêt, consiste en ce 
que leurs branches infinies aboutissant à une même asymptote rec- 
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tiligne sont toujours en nombre pair. Pour Je voir, imaginons qu’on 
rapporte une telle courbe à Tune quelconque de ses asymptotes pou»' 
axe des y, de manière qu'il corresponde, à chaque brandie s’y rac¬ 
cordant à l’infini, une ordonnée y distincte et indéfiniment crois¬ 
sante en valeur absolue. Construisons, en même temps que cette 
courbe, celle dont les ordonnées, que j’appellerai Y, égalent respecti¬ 
vement, pour chaque valeur de x t les inverses des précédentes y» Son 
équation se déduira évidemment de celle de la proposée en subsli- 

tuant ^ à y, puis, en multipliant par un facteur, de la forme Y", 


propre à faire évanouir les dénominateurs, facteur n’altérant nulle¬ 
ment l’équation, car il est fini et distinct de zéro pour les petites 
valeurs à considérer de x. L'équation en Y sera ainsi algébrique 
comme la proposée, et, aux diverses valeurs croissantes dey dont il 
vient d’ètre parlé, correspondront un meme nombre d’ordonnées \ 
s’annulant à la limite /ro. On comptera donc, dans la première 
courbe, autant de branches asymptotes à l'axe des y qu’il y aura, 
dans la seconde, de branches émanant de l'origine, c'est-à-dire, 
toujours, un nombre pair. 

La propriété dont il s'agit ne se retrouve plus dans les courbes 
transcendantes, même limites de courbes algébriques, quand une 
partie de celles-ci s’évanouit en s’éloignant à l’infini et que leur 
autre partie, s’allongeant sans mesure à la suite de la première, devient 


asymptote à une de ses tangentes. C’est ce qui a lieu dans la logarith- 


I -H 


l 


//I 
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inique y — e x y limite des paraboles de degré élevé y = ^ 

où l’exposant m, que je supposerai, par exemple, entier et pair, est 
censé croître indéfiniment. L'axe des ü, tangent à la courbe pour 
x =— 1», c’est-à-dire à l’extrémité de l’axe de symétrie de la para¬ 
bole, devient as3 f mptote, et asymptote seulement du côté du point de 
contact ou des x négatifs, lorsque l'abscisse — m de ce point est 
x —— 00 et que l’axe de la parabole, en disparaissant ainsi à l’infini, 
a mis, en quelque sorte, hors d'emploi, par l’éloignement, la moitié 
de la courbe située au delà, avec une grande partie de celle qui est en 
deçà, savoir, en tout, ce qui répond à des valeurs absolues de x soit 
comparables, soit supérieures à m, et pour lesquelles la formule algé¬ 
brique se trouve d’ailleurs entièrement étrangère à l’exponentielle. 
La logarithmique est donc asymptote d’un seul côté à l’axe des x\ et 
là même est, comme on l’a vu plus haut (p. ti*), la raison du point 


d’arrêt que présente la courbe y = e u , transformée de la logarîlh 
inique par le changement de x en son inverse. 
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Le* démonstrations précédentes confirment ce qu'on avait entrevu 
au »i° 18 * de ce Cours (p. 0 * ) r savoir, que les discontinuités des fonc¬ 
tions algébriques se réduisent . soit à des passages par l'infini 
amenés graduellement (c'est-à-dire sans saut brusque entre une 
valeur finie et une valeur infinie), avec existence, en deçà comme 
au delà, de la fonction, ou série des valeurs considérées, soit à l'ap¬ 
parition simultanée ou à la disparition simultanée de deux séries 
de valeurs , égales entre elles, ainsi que leur dérivée, au moment 
où elles apparaissent ou disparaissent, à moins quelles n'y soient 
infinies toutes les deux, soit enfin à la superposition de plusieurs 
de ces circonstances. 




COMPLÉMENT A LA QUATORZIÈME LEÇON. 


DEFINITION I>T'NE COURBE FAR LA SUITE DK SES COURBURES: 
THÉORIE DES COURUES ENVELOPPES, ETC. 


I3i*. — Expression du rayon de courbure des sections coniques en 
fonction d’un angle définissant sa direction même; et conséquences 
diverses dans le cas d’une ellipse peu aplatie. 

Il peut être utile d’exprimer le rayon de courbure quelconque H d’um* 
conique en fonction d’un angle définissant sa direction. 

Kn effet, dans l’important problème geodésique de la forme du mé¬ 
ridien terrestre, les observations exécutées sur un même méridien ne 
font connaître, en chaque point, que la distance à un point voisin pré¬ 
cédent, et la direction de la verticale (sensiblement perpendiculaire à 
la surface terrestre supposée à peu près nivelée) par rapport à ces di¬ 
rections de repère, quasi invariables, que fournissent les ravons visuels 
allant à des étoiles situées comme à l’infini. On peut donc seulement, 
le long d’un méridien, apprécier la direction du rayon decourbure, en 
une suite de points dont les distances respectives ds auront été mesu¬ 
rées de proche en proche, et, par les changements */0 qu elle éprouve 
de l’un à l’autre, évaluer la grandeur H de ces rayons, égale, d’après 
la formule (7) [p, 200], au rapport de ds à dO. L‘n méridien terrestre 
étant assimilable à une courbe plane avec une assez grande approxi¬ 
mation, la direction de chaque rayon H y est fixée au moyen du seul 
angle, >. ( latitude), qu’il fait avec un premier rayon, situé dans le plan 
de l’équateur ou perpendiculaire à l’axe du monde; et II devient ainsi 
une fonction empirique connue & de )., 

Cette fonction II ~ o(À) suffit pour définir parfaitement de 
proche en proche la forme et les dimensions du méridien. Car, si l’on 
prend pour origine le point de cette courbe situé à l’extrémité du pre¬ 
mier rayon (où ). = o), pour axe des jt ce premier rayon et pour axe 
des y la tangente perpendiculaire menée du côté où /. grandît, l’angle, 
nul à l’origine, des éléments successifs ds du méridien avec l’axe des 
y, croîtra d’élément à élément comme celui, X, du rayon correspon¬ 
dant perpendiculaire H avec le premier rayon, tandis que l’angle du 
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même élément ds avec Taxe des x décroîtra d'autant: ces deux angle» 
seront donc respectivement X et son complément, et les deux projec¬ 
tions dy, dx de ds sur les axes, accroissements éprouvés le long de 
rétérncnl «fe par les coordonnées primitivement milles y et x, égale¬ 
ront les produits de ds par les cosinus correspondants cosX, sinX. Or, 
d après la même formule (7) [p. 200], où l'angle de contingence dfl 
dont la normale tourne le long deds vaudra ici </X, on aura 


et, par suite, 


ds v. U </}, — X1 </X 

* ' 

dr -- v X ) sinX <ü , dy - v . X ) cosX dï. 


Donc x et y auront, par rapport à X, les dérivées respectives <0 (X) si» X, 
?(>*) cos À; et celles-ci, à partir de l’origine oi» ces coordonnées s’an¬ 
nulaient avec X, détermineroat en fonction de X la suite de toutes 
leurs valeurs x et y, de même que les ordonnées successives d’une 
courbe sont déterminées, en partant d’un de ses points, par ses pentes 
correspondant aux diverses abscisses (p. 3,j). 

ïl suffira donc, pour pouvoir attribuer au méridien la forme et les 
dimensions d’une certaine courbe, comme, par exemple, d’une ellipse 
peu aplatie ou peu excentrique ayant son grand axe suivant l’équa¬ 
teur, quil existe un accord suffisant entre la fonction <p(X) et l’ex¬ 
pression du rayon de courbure R dans une certaine ellipse en fonction 
de l’angle X fait par ce rayon avec l’ave focal. Ht voilà pourquoi il y a 
lieu de chercher une telle expression. 

A. cet effet, introduisons comme variable dans le dernier membre 


de (i.î) [p. 210], au lieu de 1 ordonnée v, la pente du rayon R, tangX, 
inverse en valeur absolue de celle, y\ de l’élément même ds\ ce qui 
sera possible au moyen de la première formule (12) [p. 209] immé¬ 
diatement résoluble par rapport à y 4 . Si nous remplaçons ensuite 
tang 4 X par son expression en fonction de sin*X, il viendra, vu d’ail¬ 
leurs que. dans le quotient p de b* par a, 6 4 a la valeur a* (1 — e 4 ), 


(î5) R - - p{i — c*sin 3 X) a — a(t—e*)éi— <?* sin* X . 

Dans le cas d’une faible excentricité c, on peut développer par la 
formule du binôme (p. i 56 ) le dernier facteur, en négligeant les 
termes en et au-dessus, puis effectuer la même simplification sur son 
produit par le facteur précédent 1 — e 2 , et observer enfin, au moyen 

d un développement analogue de a(i — c*) 1 , que ee* est, au même 
degré d’approximation, le double de la différence a — b. On trouve 
ainsi 


(if>) 


R = a 


2(«-&)•+- — b) sin*X, 
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expression de fl dont la confrontation arec la fonction empirique 
*(X) permet de conclure à une forme sensiblement elliptique des mé¬ 
ridiens terrestres et fait connaître, d'abord,la différence a — b des deti\ 
demi-axes par la comparaison des termes proportionnels à sin*/., pui» 
les demi-axes a et b eux-mêmes par l'identification, de pari et d'autre, 
du terme constant. 

Je conclurai par trois remarques : 

t° Rn posant, dans (iG), À—. o et À- un droit, on voit que le> 
deux rayons de courbure extrêmes minimum et maximum sont sen¬ 
siblement a — a (a b), a --(a — b) et ont pour moyenne arithmé¬ 
tique celle, |(a -f- b), des deux demi-axes; 

Si nous faisons varier X de zéro à i droit par accroissements 
infiniment petits égaux d). t la moyenne arithmétique de toutes les 
valeurs correspondantes de R s'obtiendra évidemment par la substi¬ 
tution dans (16), au facteur sin s X, de sa propre valeur moyenne , égale 
à celle du carré cos a X qui aurait pris dans l'ordre inverse les même» 
valeurs, et moitié, par conséquent, de la somme constante i de ces 
deux carrés, comme on a vu (p, 53 *); d'où il suit que cette valeur 

moyenne de R, se produisant pour sin s X :-t. - ou pour À est re¬ 
présentée par le rayon de courbure également incliné sur les deux 
extrêmes dont je viens de parler, etqu’elle égale encore leur moyenne 
arithmétique •} {a -4- b) ; 

3 » Enfin, quelle que soit la forme de la courbe, telle cependant, «pie 
la tangente y tourne sans cesse dans un même sens, sa longueur com¬ 
prise entre les deux points où X - o et où X “ j peut s'obtenir en fai¬ 
sant, d’une de ces limites à l'autre, croître X d'une différentielle tou¬ 
jours égale dX; ce qui donne, d'après (7) j p. aoo], des élément» 
de longueur correspondants, ds Il dX, ayant pour somme, (, 211 ) <fk y 
le produit de la moyenne des rayons II par leur nombre très grand n et 
par dX, ou encore le produit de ce rayon de courbure moyen, entre les 

limites considérées, par l'angle total n d). - -- qu'elles comprennent. 

La longueur d’un quart d'ellipse égale donc, en toute rigueur, celle 
d'un quart de cercle décrit avec son rayon de courbure moyen, qui, si 
l'ellipse se trouve peu aplatie, est approximativement, tant en gran¬ 
deur «{tien direction, la moyenne des deux rayons de courbure maxi¬ 
mum et minimum, et aussi celle des deux demi-axes a . h. 


t} 


II. — I. Partie complementaire. 



COURBES) KNVElOPPES, ET COURBES D’jXFINI RAPPROCHE». RELATIF 


137*. — De l’enveloppe d'une famille de courbes planes et, générale¬ 
ment, de la ligne sur laquelle ces diverses courbes sont rapprochées 
de leurs voisines infiniment plus qu'en leurs autres points. 

La théorie des courbes enveloppes, créée par Leibnitz, peut être 
considérée comme une généralisation de celle des développées. De 
même que la famille de lignes droites composée de toutes les nor¬ 
males à une courbe donne lieu, par les intersections successives de 
ces droites infiniment proches les unes des autres, à une nouvelle 
courbe, appelée développée, de même il arrive souvent que, dans une 
famille donnée de lignes droites ou courbes, chaque ligne est coupée 
par la suivante, sa voisine sur toute leur longueur, en certains points 
déterminés, se déplaçant avec continuité quand on passe de Tune à 
l'autre : alors le lieu de ces intersections successives est dit, pour une 
raison qu'on verra bientôt, ï enveloppe de la famille* 

Proposons-nous d’abord d'en obtenir l'équation. Soit, en coordon¬ 
nées rectilignes quelconques x et y, F (x } y , c ) ™ o celle de la famille, 
dont c désigne le paramètre, et supposons la fonction F des trois va¬ 
riables x } y t c finie et continue, ainsi que ses dérivées premières, pour 
toutes les valeurs finies des variables : c est donc la fonction de x et 
de y , ou fonction de point dans le plan des xy t implicitement définie 
par la relation F(.r, y, c)-o et susceptible, par conséquent, d’avoir 
en un même point plusieurs valeurs, dont l’une reste constante le 
long des courbes considérées. Tout point (.r,y) commun à l’une de 
celles-ci, caractérisée par une valeur donnée c du paramètre, et à une 
autre voisine, pour laquelle le paramètre aura une valeur très peu 
différente c ~r- Ac, vérifiera donc le système des deux équations 
F(jc, J, c) :r:. o, F(x,y, c -+- Ac) ~ o, dont la seconde peut être rem¬ 
placée par la combinaison obtenue en prenant sa différence d’avec la 
première et divisant par Ac. Si Ac tend vers zéro, le premier membre 

•---,-—— de cette nouvelle relation tend vers la 

dérivée de F {x,y } c) par rapport à c ; et Ton voit que le point com¬ 
mun atteint, sur la première courbe F(x,r, c) = o, la situation 
limite, parfaitement déterminée d’ordinaire, où s’annule cette dérivée. 
On n’aura donc, pour calculer ses coordonnées æ > y en fonction de c, 
qu’à résoudre les deux équations 


(28) 




et l’on construira par points l’enveloppe cherchée. Mais, si l’on veut 



ENTRE LHHfKft VOISINES D*VXB MÊME FAMILLE. 



étudier celle-ci indépendamment des courbes de la famille, le mieux 
sera de chercher son équation en jc et y, et, par conséquent, d'éli¬ 
miner c entre les deux relations de la forme æ «(c), y — *^(c) ainsi 
obtenues, ou mieux directement entre les deux équations (28); ce qui 
pourra se faire par les procédés de l’Algèbre quand la fonction F sera 
entière par rapport à e. 

Lorsque l 7 (,r f y t c) a la forme y —/(x, c )> ou que l'équation 
F = o de la famille revient à prendre explicitement yrr:/(x, e), la 


fi T i- jf 

seconde relation (28) se réduit à -—J--- rr-o et, l’ordonnée y n’y fi¬ 


gurant pas, elle fait connaître à elle seule j: en fonction du paramètre 
c, c'est-à-dire l'abscisse des points d'une courbe donnée de la famille 
qui appartiennent à l’enveloppe, on, inversement, c en fonction de x, 
c'est-à-dire les courbes de la famille qui ont avec leurs voisines et, 
par conséquent, avec l'enveloppe un point commun d’une abscisse 
donnée x. Il est quelquefois utile de regarder ainsi c comme fonction 
de x; car U en résulte que l’équation F ( x, r, c) o, ou y ~/(x, c), 
qui est déjà celle de la famille lorsqu’on y pose c = const., de¬ 
vient également celle de l'enveloppe en faisant varier e comme il 
est dit. 

Toutefois, la seconde équation (28) étant, non pas précisément 
celle qui exprime l'existence d’un point commun à deux courbes do 
la famille très voisines, mais seulement sa limite pour le cas où le 
point commun existe, il n'est pas impossible qu'il y ail, sur chaque 
ligne de la famille, un point vérifiant les équations (28), dans des cas 
où la ligne en question reste partout séparée de ses voisines et où, 
par suite, le plan se trouve divisé, par les courbes F (.r, r, r)~. o, en 
bandes minces contiguës d'une largeur qui ne se réduise nulle part à 
zéro. Alors, ce point se déplaçant à travers les bandes quand on passe 
d’une courbe à l’antre, la ligne qu’il décrit croise les courbes et ne 
mérite plus, comme on verra bientôt, le nom «l'enveloppe : mais elle 
reste, à défaut d'intersections successives qui n’ont pas lieu, une ré¬ 
gion du plan où deux courbes de la famille très voisines se rapprochent 
incomparablement plus qu’en leurs autres points. 

Si, en effet, par un point quelconque (.r, y) d'une ligne F(x, v, e)—o, 
et normalement à cette ligne, on mène une très courte droite A/ mesu¬ 
rant sa distance à la ligne voisine F(x, r, c -+* Ac) r- o, le point 
(x -h Ax, y H- Ay) oii elle aboutit vérifie l’équation 


F( x — Ax, y - Ay, c - Ae) 0, 

dont la différence à F(.r, y, c) = o peut s'écrire, d'après une formule 
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bien connue (p. 1i 5 ), 

(dV \ K f fdV \Ax fdY \\y 1 ^ 

1 »» 1 («fc “ 7 ic ' • I \,ü - ") Tl ■ -\ ',fy h ) 4/ I “ = °- 

Or faisons abstraction dos points singuliers des diverses courbes de 
la famille, points qu’on trouverait en regardant chacune d’elles comme 
comprise dans la famille plus générale F const., et où s’annuleraient 
par conséquent, avec F, les deux dérivées de F en x et y : ce qui 
donne trois équations en x, r, cet ne fournit en général sur le plan 
que des points (a*, y) isolés les uns des autres ou appartenant seule¬ 
ment à quelques-unes des courbes F(jt‘, /, c) o. Faisons également 
abstraction des valeurs infinies de c, pour lesquelles les dérivées de F 
en .r et/pourraient être infinies* valeurs ne se produisant également 
que sur des courbes V ( x , y, c) : o très exceptionnelles, du moins 
aux distances finies de l’origine. Cela posé, dans (29), le coefficient 
total de A/, que j’appellerai K, ne sera ni très grand comme l’inverse 
de Ac, ni très voisin de zéro comme Ac. Car sa partie principale* 

fi ] ^ r r - 'Z 1 ne deviendra nulle part infinie, les rapports à la 
dx A/ dy A/ 1 >11 

ligne A t de ses projections (droites ou obliques) A*r, A y sur les a\e>» 

ne se trouvant pas moins finis que sont supposées l’ètre les dérivées 

Z- , ZL; et, d’un autre coté, cette partie principale restera de l’ordre 

d.r d y 

v» 

de grandeur de » \u que le rapport de Ar à A.r y dif¬ 

fère iint.ililement de ce qu’il serait si la droite A/ était tangente à la 
courbe !■’(.r, y, c) o, cas où U se confondrait avec la valeur de/' 

détiuic par y— " 0 et annulerait cette partie principale de K. 

#■ 

Donc l’équalîon ( ■:>.() f donnera, pour l’écartement A/des deux courbes 
voisines T(.r, /, c) — o, F(.c, /, c — Ac)o, une valeur 


( 3o 1 


!<IV 'Ac 

y de ' 7 k 


partout comparable à Ac, sauf aux points (,/\ > ) vérifiant la seconde 
«'•f|uation (•>>!), où elle deviendra incomparablement plus faible, de 
Toril re «le î A c. 

Ainsi, la courbe exprimée par l 'ensemble des deux équations ( 38) 
est le lieu des points où chaque ligne de la famille F(.r, /, c) -- o 
s'approche infiniment plus de ses voisines que partout ailleurs, soit 
que ces lignes s’y coupent successivement, soit qu'elles ne s*y coupent 
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pas. Pans le premier cas, elle en est dite Venveloppe; dans le second 
cas t nous avons ma qu'elle les croise. 

Nous reconnaîtrons bientôt qtte le* second cas est très rare. !l ne 
peut même jamais se produire dans une famille de lignes droites, (pii 
concourent et se croisent dès qu'elles ne sont pas équidistantes. Aussi 
les normates a une même courbe plane se coupent-elles toujours suc¬ 
cessivement pour donner la développée de celle-ci. 

Tout ce qui précède suppose, bien entendu, les équations (28 ) com¬ 
patibles pour une suite continue de valeurs de c. Quand il en est 
autrement, ces équations ne représentent plus aucune courbe, à moins 
que ce ne soit quelque ligne exceptionnelle K(x, y, c) m o de la fa¬ 
mille, le long de laquelle la dérivée de F par rapport à c s'annulerait 
identiquement. Je donnerai à la fin de la Leçon un aperçu de certains 
cas où il en est ainsi, et où la ligne F(.r, y, c) — o dont il s’agit joue 
relativement aux autres, tout en n'avant aucun point commun avec 
elles aux distances finies, le rôle d'enveloppe, et même, en un certain 
sens, le rôle de lieu d’infini rapprochement entre courbes voisines 
quelconques de la famille, l’espace contigu à chacun de ses points 
étant l'endroit où quelques-unes de celles-ci éprouvent tel degré de 
rapprochement qu’on veut (d’autant plus grand que cet espace est 
pris lui-même plus étroit) et toutes l’éprouvant à leur tour près d’un 
de ses points plus ou moins éloigné. 

Rien n’empêche au reste que, dans le cas où les équations 
(28) sont compatibles pour toutes les valeurs de c et où la courbe 
qu’elles représentent se compose ainsi de points fournis par toutes 
celles de la famille, la totalité de ces points se retrouve en même 
temps sur une seule d’entre elles, qui est par suite, à la fois, une 
des lignes particulières de la famille et son enveloppe ou son lieu de 
points d'infini rapprochement entre courbes voisines. II ne sera, en 
effet, nullement impossible, avec une multiplicité suffisante des valeurs 
de c, que l’une de ces valeurs soit constante le long de la ligne en 
question, tandis qu’une autre y changera. Nous rencontrerons plus 
loin (n° 141 % p. 190*) un exemple de ce fait. 

138". - - Propriétés communes de ces sortes de ligues. 

La première propriété générale des développées, consistant en leur 
tangence aux normales dont elles constituent l'enveloppe, s'étend, 
pour la raison exposée dans le n° 130 (p. 2o3), nu fieu des intersec¬ 
tions successives d’une famille quelconque de courbes, et elle s’ap¬ 
plique même à celui des points où ces courbes, sans se couper, se rap- 
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proche raient incomparablement plus qu'ailleurs do leurs voisines, 
Pour le voir, considérons, sur ce lieu PQ, les deux points M, M # 

qui correspondent à deux valeurs très 
voisines c, c -r Ac du paramètre, ou qui 
^ appartiennent, dans la famille donnée, aux 
deux courbes MA, A'M' ayant pour équa¬ 
tions 

t'(.T. )', c ! -o et K(x, y, c -f~ Ac) —o. 

L’arc MM' sera généralement comparable à le ; car une succession de 
pareils arcs, qui donnerait en tout sur PQ un chemin fini, correspon¬ 
drait à une succession d'accroissements A c en même nombre consti¬ 
tuant aussi un changement fini de c. Or, d'après la formule ( 3 o), oii 
s’annulera ici la dérivée de F en c, l’écart MA' des deux courbes sera 
de l’ordre de sic ou incomparablement plus petit que MM'. Donc le 
triangle MÀ r M', formé par la droite MA' et par les deux très petites 
cordes M'A', M'M de la courbe A'M'de la famille et de la ligne PQ, a 
son cèté MA' dans un rapport infiniment faible à un autre MM', et la 
proportion des sinus y donne l’angle opposé M'infiniment petit. C’est 
dire que, si M se rapproche de M', les deux cordes M'M, M'A' 
tendront vers la meme tangente, ou que la courbe quelconque M'A' 
de la famille touche, en M', le lieu PQ des points de plus grand rap¬ 
prochement. 

Ainsi, l'enveloppe d'une famille de lignes et, généralement, le 
lieu des points ou ces lignes se rapprochent infiniment plus qu'ail¬ 
leurs de leurs voisines, est une courbe qui les touche toutes, 

Réciproquement, une courbe, PQ, successivement tangente, en 
ses divers points M, M', ..à toutes celles , MA', A'M', .,. d'une 
même famille , constitue une région du plan où ces dernières , si 
elles n'y coupent pas leurs voisines , en sont du moins infiniment 
plus rapprochées qnen leurs autres points. Car l’écart mutuel MA' 
de deux consécutives s’y trouvera (vu le contact supposé, en M', de PQ 
avec A'M') incomparablement plus petit que l’arc MM' de PQ inter¬ 
cepté entre elles, tandis que leur écart partout ailleurs serait, en gé¬ 
néra], de l’ordre de MM', à cause de ce fait que deux courbes espa¬ 
cées de quantités finies viennent toucher PQ en deux points distants 
aussi de quantités finies, et que ces espaces finis, soit entre les courbes, 
soit sur PQ, se subdivisent en un même nombre très grand de parties 
très petites, ou restent comparables, quami on inlercale de plus en 
plus de courbes entre deux autres. 

11 suit de là que les tangentes à une courbe ont cette courbe même 
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pour lieu de leurs plus grands rapprochements avec leurs voisines et, 
par conséquent, pont' enveloppe , 

La propriété dont jouit la courbe exprimée par les équations (28), 
d’être tangente à toutes les lignes de la famille, pourrait donc être 
prise pour sa définition même. Et c’est aussi ce qu’on voit très simple¬ 
ment d'une manière plus analytique. Observons à cet effet que, le 
long d’une ligne tracée au hasard sur les parties du plan occupées par 
la famille F(ar,y, c) —o, c varie toujours en fonction de x d’une 
certaine manière. Donc l’équation F(,r, r, c)~:o représentera telles 
lignes qu’on voudra de ces parties du plan si c. y égale une fonction 
convenablement choisie de x, et, en appelant c' la dérivée de cette 
fonction, le coefficient angulaire y de la tangente y résultera, par 


suite, de 1 équation dérivée ^ -f- f --pp y" -+* c'r™ o. Mais, en chaque 

point («r, y) de celte ligne passe une courbe de la famille, celle tout 
le long de laquelle c a la même valeur qu’en ce point, et le coefficient 
angulaire y' qui lui est relatif résulte de l’équation dérivée, obtenue 

sans faire varier c, ^~ -f* o. Or la comparaison des deux 


équations dérivées ainsi écrites montre que la condition nécessaire et 
suffisante pour l’identité de ces deux coefficients angulaires y' et, par 


suite, des 


tangentes menées en ( x y y) aux deux courbes, est 



ce qui, vu le changement incessant de c ou la non-annulation de c' le 
long de la ligne suivie, distincte par hypothèse des courbes rencontrées 
C" const. de la famille, revient bien à poser la seconde équation (28}, 
Si, par l'élimination de<? entre les deux relations F(.r, y, c) = 0 et 
dV r/F 

dx "** dp y “°> on forme, en .r, y et y', l'équation différentielle de 

la famille, il est clair que l'enveloppe, ou la courbe lieu de plus grand 
rapprochement dont il vient d'élre parlé, la vérifiera, puisque, en 
chacun (.r, y) de ses points, la dérivée y's‘y trouve la mémo que dans 
la ligne particulière F(x, y t c) qu’on y mènerait. L’enveloppe ou 
la courbe en question constitue donc, pour l’équation différentielle, 
une solution spéciale, généralement bien différente de celles qu’ex¬ 
priment les lignes de la famille : aussi cette solution est-elle appelée 
singulière , du moins quand aucune courbe F(.r, y, c) ~o ne se con¬ 
fond avec elle. 


139. — Propriété distinctive des courbes enveloppes. 

Nous avons déjà vu (p. 179*) que, lorsque les lignes successives de 
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la famille ne se rencontrent pas. elles sont croisées par la courbe que 
représentent les deux équations ( «8», lieu de leurs points d'infini 
rapprochement avec leurs voisines. 

Mais il n‘en est pas de même quand ces lignes très voisines ont des 
points communs. . 

Et, d'abord, elles se coupent eu ces points, f'nr, si elles s’y tou¬ 
chaient seulement, elles diviseraient le plan en bandes étroites sans 
commencement ni fin, bien que d'une épaisseur nulle a«v points con- 
fédérés; et toutes les bandes formées par les lignes de la famille inter¬ 
médiaires entre deux se touchant ainsi, perdraient à la fois leur 
largeur au point de contact : ces lignes concourraient donc toutes 
ensemble. Autrement dit, l'enveloppe ne se composerait que de points 
isolés et ne formerait pas une courbe, comme on le voit, par exemple, 
dans la famille de paraboles y* r -, 2cjt avant même axe et même som¬ 
met, dont l'enveloppe se réduit évidemment à ce sommet. Abstraction 
faite d’un cas aussi exceptionnel, les courbes voisines, quand elles 
ont un point commun, s’y coupent. 

Cela posé, si, donnant successivement à c des valeurs équidistantes 
très rapprochées, on construit les courbes AMU, A'M'B', À'M'B*,... 
qui leur correspondent, et que l’on marque, sur trois d’entre elles 
consécutives, A'M'B', A’M’B’, A w M"ir par exemple, les points res- 
pectiff* M et M', M' et M*, M' et M *. où chacune d’elles est coupée 
par la courbe précédente et coupe la suivante, des circonstances ana¬ 
logues se produiront, par raison île continuité, autour de chacun de 
ces trois couples de points, c’est-à-dire que, par exemple, les trois 
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cordes MM', M'M', M”M' 7 seront sensiblement pareilles, soit pour la 
grandeur, soit pour rorientation, et que, de plus, la partie M p H pr de 
la dernière de ces courbes sera disposée, par rapport à la partie ana¬ 
logue M'B’de la deuxième, comme l'est celle-ci par rapport à la 
partie encore analogue MB'de la première; etc. Les deux segments 
\V B' et AI" B'' se trouveront donc l’un d’un côté, l’autre de l’autre, de 
la courbe intermédiaire A"B* et, par suite, le prolongement M'M de 
B'M' sera, par rapport à À"B\ d’un même coté que M"B* ou M’M”. 
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Kl les intersections successhes procédant M, ou celles qui suivront 
M", jusqu'à des distances sensibles, se maintiendront, à plus forte 
raison, du môme côté de ta courbe AMP; car elles seront prises sur 
des segments de courbes situés de ce côté et s'éloignant même de plus 
en plus au-dessus les uns des autres. Donc une ligne continue menée 
parles intersections succes-ives. ..\f, M', M ff , M*. ... laissera toute 
la courbe A" W (jusqu’à des distances notables) sur un seul de ses côtés, 
sauf un arc très petit entre \1 et M'"; et, si l'on conçoit que, la courbe 
A" B" restant fixe, ses voisines soient prises de plus en plus rapprochées 
et de plus en plus nombreuses, de manière que la ligne M \i'M"... 
des intersections tende vers l'enveloppe sa limite avec annulation finale 
de l’arc MM”, la courbe A" B" sera, dans tout le voisinage de son point 
de contact avec l'enveloppe, d’un même côté de celle-ci, où se trouveront 
évidemment aussi les courbes voisines A.' IV, A" B", etc. Donc, quand 
les lignes de la famille *c coupent, leur enveloppe ne failque les toucher. 

En résumé, le lien fies points d*infini rapprochement des lignes 
successives de la famille touche ces lignes en les croisant lorsqu'elles 
ne s'y coupent pas elles-mêmes, et les louche sans les croiser lors¬ 
qu'elles s'y coupent . 

Ce dernier cas, où le lieti en question constitue une limite d’inter¬ 
sections successives, est de beaucoup le plus commun; car, dans les 
conditions de continuité habituelles, il suppose, entre la ligne repré¬ 
sentée par l'ensemble des deux équations ( 5*8) et les courbes de la 
famille, un contact d'ordre impair, c'est-à-dire du premier ordre seu¬ 
lement; tandis que le cas contraire, impliquant le croisement «les 
cnurbcs'dd la famille par cette ligne, suppose un contact d'un ordre 
pair au moins égal à a, d'une réalisation bien plus difficile et bien 
plus rare. 

Ainsi, ordinairement, la ligne dont l'équation s'obtient eu élimi¬ 
nant c entre les deu\ relations (-ïS) laisse sur un seul «1e s«s côté< 
toutes les courbes de la famille, censées du moins réduites aux partie», 
avoisinant leurs points de contact avec elle. Par conséquent, cette 
ligne entoure ou limite les régions du plan qui les contiennent. Voilà 
justement pourquoi on l’appelle alors {'enveloppe de la famille; et les 
diverses courbes F(x, y, c) ■■ o sont dites ses enveloppées . 


HO*. - Exemples. 

Un exemple très simple de courbe enveloppe est fourni par la fa¬ 
mille de cercles de rayon constant, avant leurs centres sur Taxe des 

*' i 

abscisses, que nous avons étudiée au n a 78 (p. 127), et dont l'équation 
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différentielle exprime l'égalité de leurs normales au rayon. Leur équa- 
Ucn étant* en coordonnées rectangles, (.r — —R* —°> la 

seconde relation (9.8) se formera en annulant la dérivée par rapport 
à c , — s(.r -- c), <le son premier membre F(jr, y, c), qui est bien en 
jc>y, c une fonction continue et à dérivées continues. Sur chaque 
cercle, les points communs avec le cercle suivant auront donc l’ab¬ 
scisse même j du centre, comme le montre de suite la construc¬ 
tion de ces cercles; et la valeur c — æ qui en résulte pour c, substituée 
dans l'équation de la famille, donnera celle de l’enveloppe, y* — K s — o 
ou r-±U. Ainsi, celte enveloppe se compose des deux, parallèles à 
l’axe des x tangentes à tous les cercles, et entre lesquelles ils sont 
bien contenus. La normale à ces droites, menée jusqu’à la rencontre 
de l’axe des x, est, comme il le fallait, égale à H ; et, par conséquent, 
elles constituent une solution tout autre que les cercles, ou singu¬ 
lière, de l'équation différentielle de la famille. 

Un exemple, non moins simple, d’une famille de courbes sans en¬ 
veloppe, mais admettant un lieu de points d’infini rapprochement 
entre courbes voisines, est donné par les premières paraboles cu¬ 
biques y “ a(jc — c) 5 , qui croisent l'axe des abscisses en leur centre 
et point d’inflexion ,r c, en ayant avec cet axe y v~: 0 (vu l’annula¬ 
tion, pour x — c, de y, y’ et v") un contact du second ordre. La 
fonction F(#, y, c) étant ici y — a(x — c)* t la seconde équation (28) 
se réduit à 3 a(x— c)*rro et donne c -x\ d’où résulte y —o : autre¬ 
ment dit, le centre de symétrie X"~c de chaque parabole est son 
point le plus rapproché, infiniment rapproché même, des paraboles 
voisines, et l’axe des abscisses y=:o est le lieu de ces points de plus 
grand rapprochement. L’équation différentielle de la famille, à la¬ 
quelle conduit l’élimination de centre y=.a{, r —c) 3 et y*— 3 æ(.j c)*, 
est y /3 z=zo.yay* ; et la ligne obtenue v — o la vérifie bien. Kilo en 
constitue la solution singulière; car elle ne se confond avec aucune 
des paraboles y —- a{x — c) 3 , ou a diffère de zéro. 

1 11*. — Enveloppes intérieures, limitant, dans le champ couvert par une 
famille de courbes, les régions qui en sont plus ou moins sillonnées. 

Il arrive souvent que, dans la partie du plan occupée par la famille 
donnée F(.r, y, c) o, le nombre des courbes se croisant en chaque 
point (jt, y) n’est pas le même partout, et alors il y a lien de divi¬ 
ser le champ qu’occupe la famille en deux ou plusieurs régions 
distinctes, dont chacune soit, en tous scs points, sillonnée par un 
même nombre de courbes. Or il est aisé de voir que les lignes sépa- 
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ratives de ces diverses régions sont en générai des lieux d’intersec- 
lion de courbes infiniment voisines et constituent, par conséquent, 
tout autant de branches de la ligne représentée par tes équations (28), 
au même litre que la limite même (lorsqu’elle existe) du champ en¬ 
tier de la famille : ce sont comme ries enveloppes intérieures, dont 
cette dernière limite, enveloppe extérieure, ne se distingue qu'en ce 
que le nombre des courbes se croisant en un même point y tombe à 
zéro au lieu simplement d’y changer. 

Pour le reconnaître, attribuant à x une valeur quelconque donnée, 
faisons, dans l'équation, varier y de —oc à -hoc, ou déplaçons-nous 
sur le plan le long d’une parallèle à l’axe des y, et supposons qu’on 
note, en chaque point (x, y) ainsi atteint, le nombre des valeurs de r, 
c’est-à-dire des courbes de la famille qui s'y croisent. Kn vue de fixer 
les idées, assimilons la variable y à une abscisse, sa fonction c à une 
ordonnée, et imaginons que Ion construise la ligne exprimée, dans 
ces conditions, par F(x,v, c) — o, où x sera devenu ainsi une simple 
constante. Faisons d’abord, pour simplifier, abstraction : i° des va¬ 
leurs infinies de c qui correspondraient à des valeurs finies de y ou 
qui, dans la ligne fictive en question, représenteraient des points 
situés à l’infini; et aussi, 2 0 , des points singuliers que pourrait très 
exceptionnellement présenter cette même ligne fictive, 

La fonction F(x, y, c) étant censée, pour les valeurs finies des 
variables, continue avec ses dérivées premières en y et en e, la ligne 
auxiliaire dont il s’agît, ou qui a l'abscisse y et l'ordonnée c, se conti¬ 
nuera de part et d'autre de chacun de ses points, comme on a vu 
(P* 44 *) » et elle ne pourra, à l'instant où seront atteintes certaines 
valeurs de l'abscisse y, perdre ou gagner des ordonnées c, qu'à la fa¬ 
veur d’une branche tangente à ces ordonnées et n’existant que sur un 
seul de leurs côtés où elle sc prolongera de part et d’autre du point 
de contact. Or, ou bien une telle branche se confond sur une certaine 
longueur avec l’ordonnée c, et alors il va, pour cette valeur dey, des 
valeurs de c infiniment voisines les unes des autres (puisqu’elles sont 
même en nombre infini), c'est-à-dire, au point (x, y) correspondant 
du champ de la famille, des courbes très peu différentes s’intersectant. 
Ou bien, au contraire, la branche en question de la ligne auxiliaire 
n’a, avec l'ordonnée c, qu'un point commun, celui de contact; et alors, 
dans le voisinage, pour une abscisse y infiniment pau différente, elle 
a deux ordonnées presque égales à c, la branche s'y trouvant évi¬ 
demment coupée, par une parallèle à sa tangente c, des deux côtés du 
point de contact. 

Dans les deux cas, tonte valeur de y pour laquelle changera le 
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nombre des valeurs de c correspondra, sur la parallèle à lave des y 
suivie, à un point (u, y) où se produiront deux, valeurs de c infini¬ 
ment peu différentes, limites d’autres très peu différentes en ce même 
point ou à sou approche. Le point (jt, v > ainsi obtenu fera donc partie 
du lieu des intersections successives de courbes de la famille très voi¬ 
sines, que nous appelons enveloppe, cl que donnent les équations ( 28), 

Le même fait aura également lieu presque toujours quand la ligne 
auxiliaire I‘(Jt\ y, c ) - o, dans laquelle y et c sont les coordonnées, 
présentera tics points singuliers, puisque, sauf le cas extrêmement 
rare de branches singulières y aboutissant, les ordonnées c qui s'in¬ 
troduiront ou disparaîtront pour des abscisses y de tels points singu¬ 
liers iront toujours (p. i 05 *) par groupes de deux, égales à ce premier 
ou dernier moment. Et même s'il existe une branche singulière, d’un 
degré pair de multiplicité, qui mette en défaut ce principe, c’est-à-dire 
qui, commençant ou finissant pour une certaine valeur de l’abscisse y, 
fasse naître ou évanouir pour cette valeur de v une v aleur de c unique 
géométriquement (ne donnant qu'une courbe C —const. en chaque 
point de la parallèle suivie a Taxe des y) bien q vC analytiquement 
équivalente à plusieurs, on ne pourra sans doute que par une fiction 
d'analyse voir là une rencontre de courbes infiniment voisines, puisque 
celles-ci ne pourront être distinguées l'une de l'autre : mais, du moins, 
les équations 0 ï 8 ) exprimeront encore cette sorte de limiLc d'une ré¬ 
gion; car la dérivée de F par rapport à c, dans la ligne fictive ayant 

pour coordonnées y etc, sera nulle le long de toute branche sin¬ 
gulière. 

Ainsi, une limite de deux régions susceptible d’être traversée par 
des parallèles à l'axe des v, et aux divers points de laquelle c ne soit 
pas infini, fait toujours partie du lieu des intersections successives des 
(ouilies de la famille, ou, du moins, de celui que représentent les 
équations (a8). El quant à une limite qui serait, sur une certaine 
longueur, parallèle à l'axe des y, ou que ne couperaient pas les lignes 
suivies ci-dessus, la même conclusion s'y étend; caron peut la tra¬ 
verser le long de droites parallèles à Taxe des x. 

En résumé, aux distances finies de l’origine, les seules enveloppes 
ou les seuls confins de région que les équations (28) soient parfois 
impuissantes à donner sont des lignes en tous les points desquelles 
le paramètre c prendrait des valeurs infinies; ce qui, lorsque y ne 
varie pas alors infiniment comme c (pour x constant), implique en 
général la tendance de y vers une limite et, par suite, de la courbe 
b ( r, r, c)n:o vers une dernière situation parfaitement déterminée, 
susceptible, dès lors, d’être obtenue en y regardant la valeur infinie 
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de c comme constante. Autrement dit y les enveloppes en question, 
intérieures ou extérieures, seules capables d'échapper aux équations 
(38), sont constituées par des courbes extrêmes ou limites de la fa¬ 
mille, celles sur lesquelles on a c - Je donnerai un peu plus loin 

quelques exemples de ces sortes d'enveloppes : ici je «je contenterai 
d'en étudier un assez simple d'une enveloppe intérieure lieu d'inter¬ 
sections successives. 

11 est offert par ta famille yc*(j' — c) 3 , composée, comme on voit, 
de paraboles tangentes pour x -= c à l'axe des abscisses, et étendant 
au-dessus de cet axe, c'est-à-dire du côté des y positifs, leur branche 
unique, d'au la al moins ouverte, ou d'autant plus vite montante à 
droite et à gauche du point de contact x -- c, qu’est plus grande la 
distance c de ce point à l'origine. L’axe des x est évidemment alors 
une enveloppe extérieure, puisque toute valeur (réelle) de c donne 
j>o. Mais il y a, en outre, une enveloppe intérieure. En effet, y 
étant ainsi supposé positif, une extraction de racine carrée décompose 
l'équation y c*(x — c) â en deux (lu second degré par rapport à c. 
qui sont 

( h) c(x — c 1 - - y>V o, ri .r — c ) ~r~ \fy •_ o. 

et qui ont respectivement pour racines 


(3a) 






Les deux dernières, racines de la seconde équation ( 3 1 ), sont toujours 
réelles , et il existe, par conséquent, quelle que soit la valeur positive 
donnée de/, deux courbes de la famille se croisant au point (x, y). 

Mais, si Ton a \[y < ---> les deux premières» valeurs (.H) de c sont éga- 

4 


lernent réelles, et quatre courbes se croisent en chaque point. On voit 


.r'- 


donc que la parabole du quatrième degré définie par l'équation y y -, 


.r 1 


ou/ — — > constitue une enveloppe intérieure, divisant l'espace au- 

dessus de i’axc des .r en une région inférieure, partout sillonnée sui¬ 
vant quatre sens différents par les courbes, et mm région supérieure 
qui ne l’est que suivant deux. Enfin, l'espace au-dessous de l’axe des .r 
formant une troisième région, oii le nombre des courbes qui se croi¬ 
sent en chaque point tombe à zéro, la ligne enveloppe se composera 

( 7*S 

des deux branches y -- o, y ----- - -, * 

- v 1 b 

Il est aisé de vérifier que les équations (28) donnent effectivement 
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ces deux branches. Comme on a ici 

F(**,y, c)ï- t y — c s (z , ~-c)* ou y — (ea* — c*)*, 

la dérivée de F, par rapport à c, est — 2 (ex — c % )(x — 2c), Or, en 
l’annulant d'après la seconde équation (28), il vient bien, 1 4 , soit 
c.x — c*rrz o et, par suite, y ■=. o, ce qui est l’enveloppe extérieure, 

a°, soit x — xc r:o ou c ^ et, par suite, y ou (car — c 2 )* — (j)*, 

ce qui est la courbe du quatrième degré constituant l’enveloppe inté¬ 
rieure. Toutes les paraboles de la famille sont tangentes extérieure¬ 
ment à cette courbe ou la touchent par son côté convexe ; mais, tandis 
que, à partir de leur point de contact avec elle, leur partie montante 
s’en éloigne indéfiniment et ne cesse pas de lui être extérieure, celle 
qui, au contraire, descend vers l’axe des x, la coupe ensuite, dans 

son relèvement ultérieur, en deux endroits, pour x = 2c( —■ 1 3:^2). 
Ces circonstances résultent immédiatement de l’expression 

(t) ct ^ (~4~ cx^-û^j -f- rr — c*^ 

= (^ — [f— V^)]» 

qui représente l’excédent, pour toutes les abscisses successives x, de 
l’ordonnée y de la parabole du quatrième degré, sur celle d’une para* 
bole quelconque de la famille, et qui s’annule, sans changer de 
signe, quand xrzzzc, mais de plus, en changeant de signe, quand 
x “ sc(— 1 riz 

Ainsi, dans cet exemple, l’enveloppe intérieure, tout en limitant 
les courbes de la famille, quant à leurs portions contiguës à ses points 
de contact avec elles, ne limite pas de même leurs parties plus éloignées, 
qui, d’un côté, la coupent. On exprimerait qu’elle ne borne pas la 
totalité, mais seulement une partie de ses enveloppées, en t’appelant 
une enveloppe partielle en même temps qu’une enveloppe intérieure. 

Les paraboles considérées présentent donc cette particularité, digne 
de remarque, de croiser une branche de leur enveloppe à quelque 
distance de leurs points de contact avec elle. 

Observons enfin que, sur l’autre branche y ~ o, les expressions (Sa) 
de c se réduisent à c = x et c = o. La seconde de celles-ci étant con¬ 
stante, tandis que la première y prend autant de valeurs que l’abscisse, 
ce lieu, y — o, d’intersections successives de toutes les courbes de la 
famille, est en même temps l’une d’etles, savoir celle, infiniment ou¬ 
verte, dont le point de contact avec l’axe des x se trouve a l’origine. 
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U% — Courbes asymptotes et enveloppes asymptotes d'une famille. 

Admettons qu'on ait pu assez bien choisir le paramètre c de la 
famille de courbes F(x, y, c) o, pour que le changement A c, 
éprouvé par ce paramètre quand on passe de l’une quelconque des 
courbes à une autre très voisine, soit cons ta minent du même ordre de 
petitesse que l’écart le plus grand (ou la plus grande distance mutuelle) 
existant entre ces deux courbes. Alors, s’il arrive que, pour des va¬ 
leurs finies (le x cl de y, c deûeime infini, ou qu’il existe une ligne 
parfaitement déterminée ayant soit l'équation V{x t y t -V- oc) 0, soit 
l’équation F(Ær,/, —oc) --o, la valeur du paramètre, finie tout près 
d'un point quelconque (j?, y) de cette ligne, éprouvera une infinité 
de petits accroissements sensibles A c dans le court trajet qu’il y aura 
de là au point même (*r, v) ; et l'on croisera, par conséquent, en ef¬ 
fectuant ce trajet d'une longueur indéfiniment réductible, une infinité 
de courbes de la famille qui occuperont ailleurs sur le plan un espace 
incomparablement plus large (aux endroits où l'écart de deux consé¬ 
cutives sera de l’ordre de Ac). Il passera donc, près du point quel¬ 
conque {x, y) de la ligne considérée, des courbes de la famille s'y 
trouvant rapprochées de leurs voisines dans telle mesure très grande 
qu'on aura voulu fixer. 

D’ailleurs, ces courbes F(ar, y, c) ™ o, chez lesquelles la valeur 
absolue de c sera considérable, se tiendront, d’ordinaire, d'autant 
plus près de leur limite F(jf, y, züz 00) o, sans pourtant l'at¬ 
teindre, que cette valeur absolue de c aura été prise plus grande : et, 
par conséquent, leur limite ne sera pas pour elles un lieu d’intersec¬ 
tions successives, ni même un lieu d'infini rapprochement entre voi¬ 
sines; mais elle tendra à être un pareil lieu d’injini rapprochement, 
si, entre ces courbes et leur limite, on en considère à l’infini des 
couples de nouvelles, à paramètres c , c 4- Ac de plus en plus élevés, 
ou ne se séparant l’une de l’autre, dans un même couple, pour pré¬ 
senter des écarts comparables à A c, que de plus en plus loin du point 
(x, y). Celles-ci ne pourront, en effet, s’écarter mutuellement de 
quantités de l’ordre de Ac, comme il est entendu qu’elles le font 
quelque part, qu’autanl que celle des deux dont le paramètre est c , 
ou qui enferme l’autre (à paramètre c -+- Ac) entre elle et la limite, 
s’éloignera sensiblement plus qu’elle de cette limite, et, par consé¬ 
quent, aura déjà, antérieurement, commencé à le faire d’une quantité 
de l’ordre de Ac. Ainsi, à partir du voisinage du point les 

courbes F(d?,^', c) ~ o, suivies du côté où elles divergent, s’éloi- 
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"lieront sensiblement les unes après les autres de la ligne limite 
F(jf, y y —x) —: o, dans l'ordre îles valeurs absolues croissantes de 
leur paramètre caractéristique c, La limite F (x y y, ; :oc)~-o sera 
donc une ligue d’iufiüi rapprochement pour celles qui n’en diverge¬ 
ront qu’à une distance infinie; et rien n’empêche que, prolongée sans 
fin dans les deux, sens ou se fermant sur elle-même, elle en soit de 
même une pour toutes les courbes F(,r, v, c) -• o. 

On pourra l’appeler, à l’exclusion «le ces courbes sur lesquelles c est 
fini, la ligne asymptote de la famille, si l’on entend cette dénomina- 
nation dans un sens plus étendu que le sens ordinaire, oit Y asympto- 
tisme désigne un indéfini rapprochement se complétant à l’infini, mais 
ne se réalisant dans une mesure très grande, par les divers degrés 
croissants de rapprochement de deux courbes relativement à leur 
écart initial ou maximum donné, qu*à partir de points plus ou moins 
éloignés de l'origine. Ici, au contraire, il s'agit d’un asymptotisme 
ffuise manifeste y en chaque point (x, y), par tel degré très élevé 
de rapprochement relatif qu'on le veut , déjà opéré à cet endroit, 
entre l'asvmptotc et diverses courbes convenablement choisies de la 
famille. 

Effectivement, nulle courbe de la famille ne peut en être une 
asymptote ainsi entendue , que si le paramètre c y acquiert une va¬ 
leur infinie. Car admettons que l’une des lignes F(.r, y , c) r :o soit 
une telle asymptote. Nous devrons concevoir que, dans le voisinage 
d’un quelconque (x, y) de scs points, il passe d'autres courbes de la 
famille, présentant avec elle et, par suite, chacune relativement à une 
autre contiguë, une infinité de degrés très élevés de rapprochement 
(eu égard à leur écart en d’autres endroits, de l'ordre de la varia¬ 
tion \c du paramètre pour deux consécutives). Donc, en suivant, ù 
partir de (#, y)» cette ligne asymptote, jusqu'aux points où s’en éloi¬ 
gneront à des distances sensibles les courbes de la famille dont le rap¬ 
prochement relatif mutuel en («r, y) atteignait ces degrés très élevés, 
on en trouvera d’autres, comprises entre elle et les précédentes, pré¬ 
sentant à leur tour ces memes degrés très élevés de rapprochement 
relatif, ou qui, par suite, près de (a, y), étaient incomparablement 
plus rapprochées que les précédentes de l’asymptote; et ainsi de suite 
ù l’infini. Or chacune de ces séries de courbes qui, aux endroits où 
elles sont étalées, couvrent des étendues de largeur sensible, corres¬ 
pond à une variation totale également sensible du paramétrée; et 
une infinité de pareilles séries implique une variation infinie du para¬ 
mètre, à moins que celui-ci ne passe une infinité de fois par les mêmes 
valeurs sur des courbes différentes et, définissant ainsi très imparfai- 
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lement ces courbes, ne soiL niai choisi. Ccsl bien «lire que s», à partir 
d'un point voisin de y), mais d'ailleurs quelconque et où c est par 
conséquent fini, on se rend au point (x,y,i, le paramétrée éprouve à 
la traversée de tout cet ensemble de lignes uu changement total inli- 
rament grand, et devient infini en (./*, v) comme il s'agissait de le 
démontrer. 

Le paramètre c variant avec une rapidité qui dépasse toute limite 
à l’approche d'une courbe asymptote, le rapport de A/ à Ac y devient 
évanouissant dans la formule ( 3 o) [p. i8o*j; et celle-ci montre que 
la dérivée de F par rapport à c y est alors infiniment plus voisine de 
zéro (pie l'expression appelée K. laquelle se trouve comparable à la 
plus forte des deux dérivées F en./* etenr. Si donc ces deux dérivées 


de F en x et y ne deviennent pas infinies avec c. la dérivée de F par 
rapport à c sera nulle tout le long de la courbe asymptote; et les 
équations (28) [p. 178*) ne représenteront pas moins une pareille 
courbe que les lieux d’intersections successives ou d'infini rapproche¬ 
ment ordinaires. Mais il pourra n'en être plus de même quand les 
dérivées de F en .2* ou en y dépasseront toute limite avec c : néan¬ 
moins, comme la dérivée de F en c devra, sur la ligne asymptote, 
avoir un rapport infiniment petit avec ces dérivées en x et en y , il lui 
arrivera encore assez souvent de vérifier la seconde équation (»8i, 

La démonstration, donnée tout à l'heure (p. r88* ), touchant les li¬ 
mites des diverses régions occupées par une famille de courbes, in¬ 
dique que les lignes asymptotes de la famille, lieu de points (.r, v) où 
le paramètre c est infini, peuvent remplir le rôle d'enveloppes ; je les 
appellerai alors des enveloppes asymptotes. 


1 b). — Exemples. 

Il est aisé d’en donner des exemples, sur des familles avant leurs 
équations de la forme F(.r — c, y) o (V), ou comprenant les 
diverses positions d’une courbe exprimée d'abord par l'équation 
l'(.r, y)—..o, et que l'on déplace parallèlement à l'ave des ./* do la 
quantité positive ou négative c. A des valeurs successives du para¬ 
mètre toutes équidistantes de Ac, correspondront par conséquent des 
courbes présentant chacune av ec la suivante les mêmes séries d'écarts 
A/, inférieurs mais généralement comparables à la distance Ac de deux 
points homologues de ces courbes et atteignant cette valeur maxima 


C) On en trouvera plus loin (11° 1 SI*) un exemple très simple d'un antre genre, 
dans une famille de ligues recouvraut une surface. 


II. -- f. Partie complémentaire . 


I * 



t(j4* ÏÏXKBPJ.E DF. COURBES ASYMPTOTES ET P° ENVELOPPE S ASYMPTOTE», 

Ac aux endroit» oii ta tangente serait perpendiculaire à 1 axe des >r i 
le rapport de \c h \l* donné par (do), permettra donc d’apprécier, en 
chaque point (x, r) du piau, le degré du rapprochement entre courbes 
voisines. 

Or toute asymptote, parallèle au\ .r, de la ligne Ft-r,y) — o gé¬ 
nératrice de la famille, détiendra évidemment une courbe asymptote 
de cette dernière; car elle se confondra avec la ligne génératrice sup¬ 
posée setre éloignée d'une quantité -r* c ou —c infinie, et elle pré¬ 
sentera, en chacun de ses points, tous les degrés possibles très élevés 
de rapprochement avec diverses positions moins avancées de cette 
même ligne. Ce sera une enveloppe extérieure quand la courbe 
K(.r, y)^:o se trouvera tout entière sur un seul «le ses eûtes, une 
enveloppe intérieure quand elle s'étendra des deux eûtes, mais qu’elle 
possédera plus d’ordonnées y, ayant même valeur, d’un côté que de 
l’autre, de manière à donner lieu en chaque point (,/*, v) du plan, par 
ses diverses positions, à plus de croisements d’un côté que de l’autre; 
enfin ce sera une simple courbe asymptote, non enveloppe, dans les 
autres cas, comme par exemple quand la ligne F( .r, y i ™ o se trouvera 
svmétrique par rapport à un point de l’asymptote et présentera des 
deux côtés des particularités analogues. 

Voici d’abord trois familles, deux transcendantes, la troisième 
algébrique, dont l’équation F““0 se forme en prenant respective¬ 
ment 


( 33 ) 1 'i= r—tangh'./— eu 

c'est-à-dire 


--y — c-y[i (jr - - c) ! j — t, 


Oî 


v — tanghi'r — r ►. 


>•% y - - 


i 


I ...IV—/' il 


Dans les deux premières familles, les dérivées de F tant en# qu’en y 
sont partout finies et, dans la troisième, la dérivée de F par rapport 
à c s’annule pour c infini, comme nous le reconnaîtrons bientôt; de 
sorte que, dans les trois, les relations (28) donnent les courbes asymp¬ 
totes. Quand x — c grandit de —00 à zéro et de zéro à -+-00, for- 
donnée y croît, dans la première, de — 1 à zéro et de zéro à 1, décroît 
dans la seconde de 1 à zéro, pour croître ensuite de zéro à 1, et croît 
au contraire, dans la troisième, de zéro à i pour décroître ensuite 
de 1 à zéro. 11 y a donc, comme lignes asymptotes, obtenues en po¬ 
sant et c =—t» dans la première, c—±:co dans les deux autres, 

les droites respectives y = — 1 et y ~-h i dans la première famille, 
y 1 dans la deuxième, y =0 dans la troisième; et ce sont des enve- 
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loppcs extérieures, concurremment avec le lieu d intersections suc¬ 
cessives y “ o de la seconde et y --1 de la troisième. 

l^cs équations différentielles de ces troi-^ familles» résultant de l éli¬ 
mination de x— c entre les équations ( 34 ) et leurs dérivées, sont 
respectivement 


(w> y-«-y 


y * 7 ( lo n jj » y* r - ““ 1 ) ■ 


tes deux, dernières n’admettent pour /des valeurs (réelles), ou ne don¬ 
nent /* positif, qu’autant que l'ordonnée Y s’y trouve comprise entre 
zéro et i : il n’y a donc, de toute manière, aucune courbe en deïiois 
des deux enveloppes y ~ o, y 1 que nous venons de trouver. Mais la 
première ( 35 ) est satisfaite, en dehors des deux limites y “ ri-1, quand 
ou v remplace y par l'inverse, coth(.r — c), de la valeur tan"!* G 2 ’’ c ) 
que nous lui connaissons entre ces limites; ce qui se voit de suite en 

observant que la substitution de ~ à y transforme la première (33 ) en 
celle-ci, ^ J — (j,) ’ v ^‘ r ^ c identiquement en vertu même 

de (35), vu que ~ y- Il est donc naturel d’associer à la 

famille y ~ tangh(Æ- — c) de courbes, comprise entre les deux asym¬ 
ptotes y---±i, la famille y — cotli (x — c), bornée intérieurement 
par les mêmes asymptotes ou occupant le reste du plan. Mais cela ne 
suffit pas pour qu’on doive regarder les droites v —- ~ i comme des 
enveloppes intérieures, ou séparatives de diverses régions dans le 
champ d’une même famille, malgré une certaine analogie avec ces en¬ 
veloppes : car, bien qu’associées par leur équation différentielle com¬ 
mune y' ~ i_ y*t b* deux familles sont distinctes, puisque leurs 

équations finies sont toutes différentes; et, d'ailleurs, les courbes d’au¬ 
cune de ccs deux familles ne s’étendent des deux côtés de leurs asym¬ 
ptotes, sur l’espace voisin, comme le faisaient de part et d autre de leur 
enveloppe intérieure les paraboles étudiées tout à l’heure (p. t<V>*). 

J’ai dit que, même dans la troisième famille ( 34 )> oii la déri\ée de 
l’expression correspondante ( 33 ) de F en y devient infinie avec c, 
celle de F par rapport à c s'annule alors. Kn effet, elle égale 9 .y (x— c), 
expression qui, vu la troisième valeur ( 34 ) de y, devient sensible¬ 
ment, pour c infini, le quotient de —a(a* —c) par (.r c)*, ou celui 

de -- u par le diviseur infini x c. 

11 n’en sera plus de même si l'on pose 

< 36 ) F -J- (a* — d 5 } ( -r c) 


ou 


yr- 


\x -r;’ 
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équation représentant «les courbes qui ont encore J‘ave des x- pour 
asymptote, mais qui croisent cet axe en leur centre x ~ c; ce qui fait 
que leur ligne asymptote y "- o n’est pas une enveloppe. La dérivée 
de F en c T —stK(.i*--c) —i, calculée pour les très grandes valeurs 
absolues de c qui font y sensiblement égal i\ l'inverse de x — c, de¬ 
vient la quantité finie — a -r-1 ou - i. El cette dérivée, évaluée d’une 
manière toute pareille, serait même infinie avec c (car sa moitié se 
réduirait sensiblement à x — c) si l’on posait 


( 37 1 


F - >'fi — <r- -cj*J — (x - ci*, y 


(t — C ) 3 


7 » 


cas où Ion a essentiellement y >0 et où l’axe des x, encore ligne 
asymptote, cumule ce rôle avec celui de Heu d’intersections succes¬ 
sives, ou de tangente (pour x' z . c) aux courbes de la famille; ce qui 
en fait à double litre une enveloppe. 

Je terminerai par une remarque assez importante. Dans les exemples 
ci-dessus, la dérivée y* ne dépasse nulle part une certaine grandeur 
absolue; et il en résulte que l’écart mutuel de deux courbes voisines 
en un endroit quelconque ( x, r) est du meme ordre, soit que 1 on y 
considère sa vraie valeur, mesurée par la normale Af allant de 1 une 
d’elles à l’autre, soit qu’on l’estime par une parallèle A y à l’axe des y, 
intercalée entre elles à partir du même pointque cette normale A/. Kn 
effet, A y est le grand côté d’un triangle sensiblement rectangle, ayant 
son second côté Ai opposé à un angle valant à fort peu près celui de 
grandeur perceptible que forme la tangente en (.r, y) avec l’axe des y; 
et A t se trouve, par conséquent, comparable à Ay. Mais il n’en est pas 
toujours de même; et alors une ligne véritablement asymptote peut 
ne plus le paraître d’une manière certaine, quand on y évalue les 
écarts par des parallèles Ay dont le rapport à A/ grandit sans limite. 

Tel est le cas, par exemple, de la famille très simple de logarith¬ 
miques y — Ce*, dont l’équation peut s’écrire y -- e x ~ c } en appe¬ 
lant *— c le logarithme naturel de la valeur absolue de C. Leur tan- 
gente fait avec l’axe des y un angle sensible, sauf pour les très grandes 
valeurs positives d e x — c; car la dérivée y 1 , égale à : j e x ~ c , grandit 
indéfiniment (en valeur absolue) avec x — c. On ne peut donc y éva¬ 
luer les écarts entre courbes voisines par des parallèles Ay à l’axe des 
y, si ce n’est pour des valeurs ou négatives ou modérées de .r — c. 
Supposons, afin de fixer les idées, que les axes soient rectangulaires. 
Alors, si l’on mène entre deux courbes consécutives à paramètres 
c, c -r- Ac, et en partant d'un point (.r, y) «le la première, la parallèle 
Ae à l’axe des x et la normale A/, ces (leux droites formeront, avec un 



i t Vt |MT ISVMl'T. SANS QV B tA TùWT. CCRRÉSPOSDAVTR UK SOI T. T07* 

élément de la seconde courbe, un triangle sensiblement rectangle, 
flans lequel l'angle aigu opposé à A/ aura à fort peu prés pour tangente 

. ~ *" y 1 t i 

y* ou e* * et, pour sinus, le rapport - * -> égal à - 

J 1 \Ji +■/* v', • e ** 

1 /écart Af sera donc le quotient île Ac par \ i t- e mmlJLCi : H croîtra 
de zéro à Ac quanti x grandira de - x ÿ x ; et le rapprochement 
relatif des courbes de la famille, appréciable en chaque point d'après 
la petitesse, qu’on y observera, de ce rapport de il au maximum. Ac, 
sera infini, quel que soit x, pour la valeur c - x du paramètre, 
c'est-à-dire sur la ligne y ~ o de la famille. 

Ainsi, l’axe des x est véritablement une ligne asymptote de la famille 
y — Ce* ”j zze x ~ t \ Or il n’aurait plus en propre ce caractère si Ton ne 
considérait que des écarts Av, exprimés (sans faire varier x) par 
-he x ~ c —■ e r~e ou> sensiblement, par ir:( ic)e j: ~ r t écarts variables 
de zéro à l’infini entre les limites x ~~ -i cc et ne fournissant pas de 
terme de comparaison pour apprécier les rapprochements. On serait 
donc réduit à prendre ces écarts en valeur absolue; et alors iis ne 
seraient pas nécessairement plus grands près d’une quelconque des 
courbes de la famille que prés de toute autre, comme on le voit en les 
écrivant ^(e"* Acier* ou, à fort peu près, e r A(.™C -r ) ~ e x AC, va¬ 
leur indépendante de c ou de C si l'on suppose AC constant. On peut, 
dans un tel cas, dire que la droite y “-o est une ligne asymptote, et 
la seule ligne asymptote, pour la famille des courbes y -r-Gc*, tandis 
qu’elle ne le serait pas, ou du moins ne le serait pas plus que les 
autres lignes de la famille, si l’on n’avait en vue que l’élude de* fonc¬ 
tions r ~~ Ce*. 



COMPLÉMENT A LA QUINZIÈME LEÇON. 

COURBES PLANES EN COORDONNÉES PoLVIRES; DK LA SPIRALE 

LOGARITHMIQUE. 


ioO*. — Des spirales et des coordonnées polaires. 

Imaginons qu’une droite OP tourne autour d‘un point fixe O, ap¬ 
pelé p 6 le } de manière que l’angle, 0, qu’elle fait dans le plan avec une 
droite fixe O jt, grandisse sans cesse jusqu’à un nombre quelconque 
de circonférences, après s'ètrc trouvé nul à un certain moment (pris 
pour origine) et avoir été négatif avant ce moment; de plus, concc- 



% 

\ 

\ 

v 

vons qu'un point M se déplace le long de la droite OP, pendant que 
celle-ci tourne, et que, pour chaque valeur de 0, ce point M soit ainsi 
à une distance r du pôle exprimée par une fonction déterminée de 0, 
y*(0), qui ne devienne généralement pas la même quand 0 croît de 
are, c’est-à-dire quand la droite OP revient à une position antérieure. 
Le point mobile M décrira dans ce double mouvement une certaine 
courbe AMS, que définit parfaitement l’équation r=/(6 ) et qu’on 
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appelle une spirale; sa partie décrite pendant un tour complet de Oi* 
en est une spire . 

L'angle 0 , que l’on choisit ordinairement pour variable indépen¬ 
dante, se nomme, comme on sait, angle polaire ou azimut, et, la 
distance /*, rayon vecteur. Ces deux variables /• et 0, les plus natu¬ 
relles qu’on puisse employer dans l'étude des mouvements qui se font 
sur un plan autour d’un point ou d'un axe, constituent ce qu’on ap¬ 
pelle des coordonnées polaires, Enfin, la droite fixe 0 «r, à partir de 
laquelle se comptent les azimuts, est désignée sous le nom à. axe po¬ 
laire. 

Si on lui mène par le pôle une perpendiculaire O/, dans la direc¬ 


tion définie par l’azimut 0 ~ les deux distances positives ou néga¬ 
tives x et y du point M à ces axes O y et 0.r constitueront un système 
de coordonnées rectilignes qui a des rapports très simples a\ec le?* 
coordonnées polaires r et 0. En effet, dans le triangle rectangle OQM, 
.r et y t ou OQ et QM, seraient évidemment cosO et sinO, pour toutes 
les directions de OM, si OM ou r valait l’unité; et Ion a par suite 
je “ /■ cosO, y~ /*sin0, relations doù Ion déduit, à 1 inverse, en 
prenant soit les rapports respectifs de leurs membres, soit la somme 

de leurs carrés, tangO — -, /* — x* H-y 2 . 

L’équation r~-/( 0 ), en coordonnées polaires, d’une courbe, de¬ 
vient donc en coordonnées rectangulaires y y* =/(arctang 


et elle prend une forme transcendante quand la proposée était algé¬ 
brique. Inversement, si la courbe, en coordonnées rectangulaires, a 
son équation de la forme F(.r. v) ~ o, son équation en coordonnée?* 
polaires sera F(/*cosQ, /*sinO)=;o. CcIleH:i, quand la proposée était 
algébrique, ne contient pas directement l'angle polaire 0, mais seule¬ 
ment ses lignes trigonomélriqucs cosO, sinO, de manière à donner pour 
r } x et y les mêmes valeurs quand 0 croît de 2r. On peut donc n’y 
faire varier 0 que dans un intervalle et même seulement dans un 
intervalle égal à ir si l'on introduit des rayons /• négatifs, à porter à 
l’opposé de ceux qui, pour même valeur de G, seraient positifs; car 
on voit qu'un point déterminé par certaines valeurs — /*, 0 des deux 
coordonnées polaires, sera le même que celui oîi ces coordonnées au¬ 
raient les valeurs /*, 6 -h r. Les expressions rcosG, rsinO de x et de y 
continuent d’ailleurs à s’appliquer avec ces valeurs négatives de / , 
car les facteurs r et cosO, / et sinO, y changeant simplement de signe, 
donneront les mêmes produits, 
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LM*. — Tangente, normale, sous-tangente, sous-normale, différentielle 
de Tare et rayon de courbure, en coordonnées polaires. 

Soient : AS ( |j. r<)8*) une courbe étudiée en coordonnées polaires, 
r et <) les deux coordonnées d’un quelconque, M, de ses points; 
r son expiation. Après avoir pris sur cette courbe, à partir du 

point M, un arc infiniment petit MM f correspondant à un ac¬ 
croissement élémentaire MOVF </6 de l’angle polaire, menons la tan¬ 
gente T M M'T' et la normale \ 1 \, ainsi qu’une perpendiculaire TNau 
rayon vecteur, par le pôle O. On appelle sous-tangente la partie, OT, 
de cette perpendiculaire, qui est comprise entre le pôle et la tangente, 
sous-normale , la partie, 0\, de la même perpendiculaire, qui va du 
pôle à la normale, enfin, tangente et normale , les segments MT et 
MA de la tangente et de la normale, qui, partant du point M de con¬ 
tact, aboutissent aux extrémités T et .\ de la sous-tangente et de la 
sous-normale. 

Gomme le rayon vecteur O.M : :r est donné, toutes ces droites 
s’évalueront aisément si l’on peut connaître l'angle, V, que fait la 
tangente MT', menée du coté où 0 grandit, avec le prolongement Ml* 
du rayon vecteur. Or, OM' se confondant à la limite avec O.M, l’angle 
GMT, opposé et égal à V, peut être remplacé par OM'T; et, si l'on 
porte OM sur OM 7 (ou sur son prolongement), de manière à construire 
un triangle isoscèle MOK infiniment aigu en O et ayant par suite son 
angle K sensiblement droit, cet angle OM'T (ou son supplément K AF T) 
sera un des angles du triangle sensiblement rectangle MKA!'. D’ail¬ 
leurs, le côté KM'de celui-ci, différence ±Ltlr des deux rayons vecteurs 
consécutifs OM, OM', vaudra r'cld z=.±f\b)db; et l’autre côté KM 
de l’angle presque droit K., corde d’un arc de cercle décrit du point O 
comme centre avec O.M r pour rayon, pourra être, à la limite, 
remplacé par cet arc O Al x r/0 Le triangle M'KM différant 

aussi peu qu’on veut d’ètre rectangle, les côtés y ont entre eux ou 
avec les angles, sauf erreurs nulles à la limite, les mêmes relations 
que dans un triangle rectangle, et l’on peut écrire 


c’est-à-dire 
11 vient donc 


KM ~ KM'tangKAl'T, 
i :clr )i tangV ) = ( r'dO) tang V* 


< 3 ) 


tang V —- - 


r 


ou cot V -= -î-, 
r 


V “ arc tang — ■ 


Telle est l’expression de l’angle V, qui définit la direction MT' de la 
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tangente. On en déduit aisément, comme il a été dit, les quatre lon¬ 
gueurs ON, OT, M\, MT. 1*3r exemple, le triangle OM\, rectangle 
en O, donne de suite 

ON --= O.M langOMX -.t rtang ( ~^\j- ccolV r 

et 

MN - V OSI*- • ON*- \ f r~ ~ r*. 

On a donc, en appelant, pour abréger, S„ la sous-normale, X la nor¬ 
male et en attribuant à la sous-normale le signe de /*', ou la comptant 

positivement quand son azimut sera 0 -;- ~ , négativement quand il 
#■** 

sera 0 — - : 

‘A 

i fi i — t \ \ - y / - - /•*. 

La différentielle, de l'arc AM .~s fonction de 0, ne s'ob¬ 

tient pas moins aisément; cardans le triangle, infiniment près d'étif 
rectangle, M‘ K. M_ il vient, à la limite, 

MM =r= V MK* — KM' 2 

Otl 

i 7 i da - y r- dh* ~ tir 1 - y/y*/• * r/0 - N (fi. 

Evaluons encore l'angle de contingence d‘un arc élémentaire ds et, 
pour cela, menons par le pôle O une droite mobile Cf, constamment 
parallèle à la tangente, MT', au point (/■, 0) que nous imaginerons m* 
déplaçant le long de la courbe. Cette droite O t fera avec le rayon vec¬ 
teur correspondant OM l'angle V et, par suite, avec la direction fixe 

O je, l'angle 0 Y ou 0 --- arctang ~ , « Si donc 0 croit de (fi , ou qu'on 

passe de NI à M', la différentielle de .rO/, angle de contingence cher¬ 
ché, sera successivement 


r 


d 0 -h (l arc tang -7 * - r/0 


r 


r* 

r ‘i . 


rr 
■ r 1 


(fi 




•jtr* - rr 

7 * 


r* 


(fi. 


Enfin, divisons l'expression (7) de cls par cet angle de contingence, 
et nous obtiendrons, comme on sait, le rayon de courbure MC R de 
la courbe, pour le point considéré M(/\ 0 ) : 


( 8 ) 


R 


<r« r* 1* 

/* s - >.r * — rr* 


Un portera sa valeur (8), à partir du point M(/*, 0), dans le sens MX 



jos* ne finit. des spumuss n'Ancnni. et logabïTKMïûeb. 

qui fait un angle aigu avec MO el qui est celui de la normale N, ou 
dans le sens opposé, suivant qu’elle sera positive ou négative, c’est-à-dire 
suivant que l'angle de contingence d{x O/), tic même signe, indiquera 
que, lorsqu'on passe de M à \V t la tangente MT' tourne en s’inclinant 
du côté du pôle ou du côté opposé et détermine ainsi la concavité de la 
courbe à être dans le premier de ces dewv sens ou dans le second. 

Avant d'appliquer à la spirale logarithmique les formules générales 
ainsi établies, voyons ce qu’est cette courbe, ainsi que la plus remar¬ 
quable des spirales après elle, dite spirale d'Archimède, la plus simple 
de toutes et la première qui ait été connue. 

Ki2*. • De la spirale d’Archimède et de la spirale logarithmique. 

Le rayon vecteur , dans la spirale d*Archimède, et le logarithme 
du rayon vecteur , dans la spirale logarithmique 7 croissent de quan¬ 
tités proportionnelles aux accroissements correspondants de l angle 
polaire: telles sont les définitions de ces deux spirales. 

En d'autres termes, a et h désignant deux constantes, l’équation de 
la spirale d'Archimède est r~ #0-f- b , et, 1 équation de la spirale lo¬ 
garithmique, log/*~- «O - 4 - b ou /• “ e a ^^ f \ La constante a peut etre 
supposée positive; car, si elle ne l'était pas, il suffirait de renver¬ 
ser le sens suivant lequel se comptent les angles polaires positifs, ou 
de remplacer 0 par *— 0, pour que le terme «0 fût change en ( #)0; 

ce qui v rendrait positif le coefficient de 0. Quant a la constante b t un 
changement convenable d’axe polaire la fait disparaître. Représentons, 
en effet, cette constante par — nrO ai en appelant Q 0 son quotient par 
—- a, et choisissons comme nouvel axe 0«r' (p, 198*) la droite, émanée 
du pôle, dont L'angle polaire par rapport à O a; est 0 o pour la grandeur 
et pour le signe. Si nous désignons par 0' le nouvel angle polaire 
VOM, égal à .rOM ^ ^Ox' ou à 0 — 0,„ nous aurons évidem¬ 
ment 

«0 —- b r-- rt(0 — 0„) —«0\ 

et les équations respectives des deux spirales deviendront bien r — 

/• — C’est sous cette forme éminemment simple qu’on les prend 
d'ordinaire, en supposant effectué, comme on voit, un changement 
convenable d’axe polaire ou, ce qui revient au même, en imprimant à 
la courbe et à l’axe 0.r', autour du pôle, une rotation égale à 0 o , dans 
le sens de Oa?' vers Ou*, de manière à diminuer de % les angles po¬ 
laires de tous les rayons vecteurs; et l’on peut alors effacer l’accent 
de ô', puisque l’axe polaire est encore Ox. 



SÛCS-tfORM. A f.A «Pin. D’.VRCnïM. PT TVVOK.YTK A ï-.I «PIR. £00AR. îoî* 


Observons, à cet égard, que l'équation première de In spirale îoga- 
riLliinique, r e (,< * +b , pouvait aussi s’écrire r : ■ e b e a< *, ou /•. ; K c lfj , en 
appelant K la quantité positive e h . arbitraire entre o et esc lorsque b 
l'est entre -x et oc ; d'oii il suit que la rotation 0 o , qui réduit les ra\on> 
vecteurs é?«G+-a e <0 dans chaque direction de l'espace, a pour effet rie 

les diviser par K. Donc, quand on allonge ou qu'on raccourcit dans 
un même rapport quelconque tous les rayons vecteurs d'une spirale 
logarithmique , on obtient la même spirale, qui se trouve seule¬ 
ment avoir tourné autour du pôle d'un an g te proportionnel au 
logarithme de ce rapport. Or, en faisant varier ainsi proportion¬ 
nellement les rayons vecteurs et, par suite, tous les éléments ds de 
la courbe proposée, sans y changer aucun angle, on produit des 
courbes qui lui sont semblables. Donc, les spirales logarithmiques 
semblables sont égales entre elles; et, dans toute spirale loga¬ 
rithmique, deux arcs vus du pôle sous un même angle , mais 
d'ailleurs quelconques , sont semblables. 

Cela suppose évidemment qu’il y a des rayons vecteurs de toutes 
les grandeurs, et une infinité de spires, dans une spirale logarithmique. 
Effectivement, si l’on fait décroître 6 de -f- oc à — oc, r —r c® fJ décroît 
sans cesse, depuis la valeur *+- oc jusqu'à la valeur limite zéro, de 
sorte que la courbe décrit une infinité de spires microscopiques au¬ 
tour du pèle. Celui-cî est appelé, pour cette raison, un point asym¬ 
ptote. 

La propriété la plus remarquable de la spirale d'Archimède consiste 
en ce que. la dérivée r 1 ou /'(O) *>y réduisant au coefficient o, la 
sous-normale y est constante d’après la première formule (6). Celte 
propriété permet de construire simplement la normale et, par suite, 
la tangente à la spirale d'Archimède. 

133*. - Propriété caractéristique de la tangente à la spirale 

logarithmique. 

Cherchons sous quel angle V les rayons vecteurs r, prolongés, cou¬ 
pent la spirale logarithmique dont l'équation est r e n ^, ou. ce qui 
revient au meme, quel angle ces rayons y fout avec les tangentes res¬ 
pectives à la courbe. En difi’érentiant l'expression c n ® de r, il vient 
r' - ae n ^ : ar; et» d'après (j) t la cotangentede Vse réduit à a. Donc, 
la spirale logarithmique coupe tous ses rayons vecteurs sous un 
angle constant. 

C’est ce qu’on aurait pu prévoir quand on a remarqué que des 
parties d’une spirale logarithmique occupant, vues du centre, un 
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même espace angulaire, mais «railleurs quelconques étaient sem¬ 
blables et devenaient mémo semblablement placées par l'effet d*iim: 
simple rotation autour du pôle; car on sait que les angles homologues 
sont égaux dans les ligures semblables. 

Réciproquement, la propriété de couper les rayons vecteurs sous 
uu an "le constant n'appartient à aucune autre courbe que la spirale lo¬ 
garithmique. Kn effet,si, tout le long d’une courbe, cot Y uneconst.o. 

r . ... tf\ty*r f/,n f) 


s » f . . , '/loge 

ou que, a aprts ( j ), - u, c esl-a-dire - 


dh 


> les rie» \ fonc¬ 


tions loge, a0 , ayant constamment même dérivée, ne peuvent différer 
que par une constante, b\ et il vient bien logr - ah -4- b. 

La valeur particulière la plus remarquable qu'on puisse donner à 
a est zéro. Alors cot Y' ‘-a s’annule et Y' : un droit; ce qui est la 
propriété caractéristique des cercles décrits autour du pèle comme 
«•entre, car la relation col Y' ... o revient, d’après (o), à poser r ----- <> 
ou /*■:.. const. Ainsi, quand a est infiniment petit, la spirale logarith¬ 
mique coupe à angle droit tous ses rayons vecteurs, et ses spires de¬ 
viennent des cercles. Il est clair, en effet, que, la distance /• «s*® au 

pôle croissant alors avec une lenteur intime, la spirale se compose de 
spires, serrées les unes contre les autres, qui recouvrent tout Je plan 
et équivalent à la famille des cercles concentriques décrits autour 
du pôle. 


4 W. - Bayou de courbure et développée de la spirale logarithmique. 


L’équation r - diffère»liée deux fois donne r' 

non tdî - — **i*^ A lone Ia rt/mAminnlikitit /)/t I 


. ae /* 




et, par suite, /•'*-.= rr\ Alors le dénominateur de l’expression (8) du 
ra(fin It dp murim w» «o n’diiîI à /•** il vient, on tcnantcoinntcdii 


la seconde (6), R :ÿ'/•*-*- /*'* X tant pour ht grandeur que pour le 
signe. C’est ce qu’on aurait vu encore plus directement, en observant 
que la constance de V réduit l’angle de contingence «/(O -4- V) à c /0 et, 

fj g 

par suite, le rayon R de courbure au rapport > qui vaut bien X d’a¬ 


près le dernier membre de (7). Donc, dans ta spirale logarith¬ 
mique, le rayon du cercle ose (dateur est égal à la normale, et le 
centre de courbure coïncide avec Vextrémité de la sous-normale. 

Cherchons, d’après cela, l’équation «le la développée, c’est-à-dire 
du lieu des centres de courbure C. Leur angle polaire arOC, que 
nous appellerons 0', est égal, comme 011 voit, à /OM + MOO ou 


s fk *• 

a 0 -î- 


et l’on a 0 :0'— 

’À 


D’autre part, leur rayon vecteur 0 ( 1 , 
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« étant autre que la sous-normale, a pour expression, vu la première 
formule (6), la dérivée r f ae “* 1 e' (f) Mt fC‘ du rayon vecteur OM. 

Continuons à le désigner par/*' et, en y exprimant 0 en fonction de 5 '. 


I’ i“. 


fjr'.e'l 


« s 


r* 


\ 0 ' r / 

■ . <6 . 
o- ■ • 




comme il vient d ètre fait, on aura, entre les deux coordonnées /' et 0' 
des centres 0 de courbure, l'équation de la développée 

. f TT , , . (. T. Ins-K , 

. «i'j— I ‘lliBtf f'I < — - I 

r — c i ■ - c - " , 


On reconnaît dan» cette courbe une spirale logarithmique décrite 
autour du meme pôle que la proposée et qui, si l'on \ compte les 

angles polaircsà partir du rayon vecteur pour lequel on a 0-; ~ -- 

devient ce qu'est la proposée r e ,tf) par rapport à VaxeO.r. Donc 
la spirale logarithmique a pour développée une courbe égale, 
obtenue en la faisant simplement tourner. autour du pôle . de 

»• Jq o* ^ 

* dans le sens suivant lequel grandissent ses 


l f angle - 
° a 


a 


rayons vecteurs et se comptent les angles polaires positif s. Si In con¬ 
stante a était telle, que cette rotation se réduisît à un nombre exact u 
de tours, le rayon vecteur OC, égal i» coïnciderait avec 

celui de la spirale proposée dont l’angle polaire est 0'— et la 

courbe serait à elle-même sa propre développée. 

11 est curieux que les deux lignes les plus remarquables étudiées 
dans cette quinziéme Leçon, savoir la cycloïde et la spirale logarith¬ 
mique. possèdent en commun la propriété d'avoir pour développées 
des courbes qui leur sont égales. 

On reconnaîtrait aisément que non seulement l'extrémité C de la 
sous-normale, mais aussi l'extrémité T de la sous-tangontc, décrit une 
spirale pareille à la proposée; et nous avons vu plus haut que l'on re¬ 
tombe encore sur cette même courbe quand on veut en construire 




a «(i* ttARACTKRN OftüKHAi. DB I;A SPlIUllf l.0OARIT«HIQl ? E. 

d’autres qui lui soient semblables. Le caractère général de la spirale 
logarithmique est donc une extrême tendance à renaître de ses trans¬ 
formations, due à ces deux propriétés corrélatives, que possèdent les 
exponentielles, de se reproduire dans la différentiation, cl de se mul¬ 
tiplier entre elles par la simple addition de leurs exposants (quand 
elles ont même base). 



COMPLÉMENT A U SEIZIÈME LEÇON. 


suit LES POINTS SINGULIERS DES COURBES GAUCHES. 


157*. — Supériorité de la forme implicite des équations sur leur forme 
explicite, pour représenter à la fois la totalité d’une courbe gauche; 
points singuliers. 

Xous avons vu (p. .jtj*) que les surfaces représentées par Ic> 
deux équations F(*r, v, z) — o, <t»(.r, y, ;») ..o, où Ion appelle F, 
d» des fonctions continues et à dérivées premières continues, res¬ 
semblent à un plan (qui est leur plan langent) dans une étendue 
infiniment petite autour de chacun de leurs points, sauf autour des 
points singuliers, n’existant que sur des surfaces exceptionnelles où 
s’annuleraient à la fois les trois dérivées en .r, y, s soit de F, soit de < 1 *. 
Autrement dit, pour se rendre d'un point (,r, v, z) de Tune de ces 
surfaces à tout autre point infiniment voisin (pii leur appartienne 
aussi, il faut suivre une direction infiniment peu inclinée sur leur plan 
tangent en (.r, y, z)\ d'rn'i il suit que, si le point (,r, y, z) fait partie 
de la courbe F o, 4 * ~ o d’intersection des deux surfaces, et que leurs 
deux plans tangents en ce point ne se confondent pas, mais se coupent 
sous un anglesensihleou aient eux-mêmes une intersection déterminée 
sc prolongeant en deux sens opposés de part et d'autre de (jr, y, s), ce 
sera, dans chaque sens, suivant une direction infiniment voisine de celle 
dccctte intersection, qu'il faudra marcher, pour aller à un second point 
de la même courbe F ~o, < 1 > - o commune aux deux surfaces. 

Et Ton trouvera effectivement, de chaque coté, un point de cette 
courbe, dans tout plan voisin qui rencontre à une très petite distance Z 
de (jp,/, z) l’intersection des deux plans tangents en (.r, y, 5). Car ce 
plan coupera les deux plans tangents suivant deux droites concourantes, 
et les deux surfaces suivant deux courbes, se confondant, à des écarts 
près infiniment moindres que Ô, avec ces deux droites, jusqu’à des 
distances de l'ordre de 0 de part et d’autre de leur point de concours. 
Or chacune des deux droites, coupant l’autre et s'en éloignant indéfi- 
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minent <Iofi doux cotés du point commun, ne pourra éviter de franchir 
aussi la courbe presque contiguë ou qui no s'éloigne qu’oxtrèmement 
peu de cette seconde droite; et l'autre courbe, qui suit Ja première 
droite dans son cours et qui passe ainsi, comme elle, d’un côté à l'autre 
de la seconde courbe, ne la coupera pa* moins. 

Mais le point d'intersection des deux cou rires sera unique. Kn effet, 
les plans tangents qu'on peut y mener aux deux surfaces, étant sen¬ 
siblement parallèles, vu la continuité de celles-ci, aux deux plans tan¬ 
gents en (jl\ v, z), le (dan des courbes coupera ce* deux systèmes de 
plans sensiblement parallèles suivant deux couples de droites presque 
parallèles aussi clans chaque couple; en sorte que les deux, d’entre ces 
quatre droites, menées tangentiellemeut aux deux courbes en leur 
point d'intersection, feront entre elles un angle presque égal à celui 
«les deux autres, qui e*tde grandeur appréciable; et les deux courbes, 
ayant ainsi en leur point commun des tangentes différentes, s'écarte¬ 
ront sans cesse l'iinc de l'autre à partir de leur point commun jns- 
qu aux distances sensibles, de manière à ne pas se rejoindre tout près. 

Donc la ligne gauche présentera, dans le voisinagede son point quel¬ 
conque ( r, v, z ), une branche et une seule se prolongeant sans jarret 
de part et d autre, si l'on excepte les deux cas : i°, où les surfaces 
I' - o, d» — o auraient en ce point t-r, J, s) plan tangent commun ; 
t', où le point (.r, v, z) serait singulier sur l’une oti sur l’autre des 
deux surfaces. Le premier cas est de beaucoup le moins rare. En 
efl’et, l'identité des deux plans tangents en (.r, v, s) exige simplement 
qu'il y ait, dans leurs équations respectives ( 3 ) [p. proportion¬ 
nalité des coefficients de .r, — ,/\ — r, Zi — z\ ce qui, joint aux 

équations mêmes des deux surfaces, donne en tout, entre les trois 
coordonnées x, r, z de ces points singuliers de la courbe, les fjuatre 
relations 


U> 


(IV 

r/F 

dV 

tir 

<iy_ . 

dz 

</4> = 

r/4» 

r/4» 

d.r 

tly 

7/5 


Or il y aurait cinq équations à vérifier, si le point (./?, y , z) devait 
être un point singulier de Lune des surfaces, de la première par 
exemple, savoir l’égalité à zéro do F, de ses trois dérivées en sr, y, z 
et de 4 » ; conditions qui, pour le dire en passant,satisfont au système 
< |). Ainsi, les points qui seront singuliers sur fa courbe ne le seront 
généralement sur aucune des deux surfaces dont elle constitue l'inter¬ 
section, et, cependant, les courbes gauches qui en présenteront se trou- 
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ver ont très exceptionnelles, puisqu'il faudra que Je système ( 4 ) de 
quatre équations à trois inconnues y soit compatible. C'est dire que la 
courbe gauche en sera dépourvue le plus souvent et formera bien une 
ligne continue, sans arrêt, ni coude brusque, ni bifurcation. 

Il est aisé de voir quels seront les points singuliers les moins rares. 
Imaginons, à cet effet, que, par l’ordonnée s d'un point (a?, y, s) véri¬ 
fiant les équations ( 4 ), on mène une infinité de pians, distingués les 
tins des autres au moyen de leurs traces sur le plan des xy ; et soient 
x Hh H ty y ~h K t les coordonnées d’un point de l’une de ces traces, H /, 
K/ désignant de petits accroissements variables reçus à partir de {x>y ) 
par ces coordonnées, le long de la trace, qu'un mobile sera censé par* 
courir uniformément depuis le temps l. Soit enfin, d’autre part, l la 
différence des ordonnées menées suivant les s aux deux surfaces F =: o, 
4 >=oen partant du pr-int (.r-h *+*K*) du plan des Il est clair 
que cette différence de deux ordonnées fonctions généralement gra¬ 
duelles des deux variables x -+- H t, y ~b K. f, en sera une nouvelle fonc¬ 
tion analogue ^(d? -+• II/, y -b K/). D’ailleurs les deux surfaces possé- 
danten (x>y, z) même plan tangent, leurs deux coupes par chaque plan 
sécant mené suivant l’ordonnée z y eut la même tangente, intersection 
du plan tangent commun parle plan sécant; ce qui signifie que les 
ordonnées, fonctions de /, des deux coupes, ont même dérivée pour 
/=^o, ou que la dérivée de leur différence l s'annule alors. Celle dif¬ 
férence l y nulle elle-même à cet instant, s’y trouve donc minimum ou 
maximum suivant que sa dérivée seconde par rapporta /, savoir 


< 5 ) 


tÙ T* 


H* 


d*b 

dxdy 


IIK + 


d iA j 

dyï 


K*, 


y a le signe plus ou le signe moins; et, dans le premier cas, / est po¬ 
sitif aux environs du point (jr, r, s) sur le plan sécant considéré, 
tandis qu’il y est négatif dans le second. Or, d’ordinaire, l’expression 
( 5 ) ne s’annule pas identiquement, mais prend, comme on sait, ou le 
même signe pour toutes les valeurs possibles du rapport de K à II, ou 
signes différents dans les angles voisins formés par deux certains plans 
sécants sur lesquels l'expression ( 5 ) devient alors nulle. Il est clair 
que, dans le premier cas, l’écart / des deux surfaces ne se réduira 
nulle port à zéro autour du point (x, r, 5); et celui-ci sera un point 
isolé . Au contraire, dans le second cas, l’écart l changera de signe près 
des deux plans oii s’annulera l'expression ( 5 ); et une démonstration 
déjà donnée dans un cas analogue (p. 1* ) prouve que deux branches de 
courbe se croiseront en (x, y, 5) : ce point sera donc un point double. 


m • ■ ■ * 


li 


B. — I. Partie complémentaire . 




COMPLÉMENT A LA DIX-SEPTIÈME LEÇON. 


DK LA CAMBRURE OU TORSION DES COURBES GAUCHES; ETC. 


163'. — Cosinus directeurs de la normale principale et de la binormale. 

Il est naturel de mener la normale principale, à partir du point 
( x > ?) -) de la courbe, du côté où est le centre du cercle oscillateur. 
Alors ses trois cosinus directeurs sont ceux du rayon K et valent 
les rapports à H des trois projections ,rj— x y — y, z t ~~z expri¬ 
mées par (34) [p, 2.47 3 * normale principale fera donc, avec lesaxes 
des x y Zy des angles ayant respectivement pour cosinus 

(»5> R-r", R>', Ry, 

Cette normale étant ainsi définie, en meme temps que la tangente dont 
les cosinus directeurs sont x'>y, d'après les formules ( 8 ) [p. a 34 ], 
convenons enfin de tirer la binormale, à partir du même point 
(Xy r, 5), dans un sens tel, par rapport à la tangente et à la normale 
principale, que, si 1 on faisait tourner 1 ensemble de ces trois droites 
de manière à amener la double coïncidence de la tangente avec l’axe 
des x positifs et de la normale principale avec celui des y positifs, la 
binormale elle-même coïncidât avec Taxe des z positifs. 

Pour plus de généralité, appelons respectivement a , h y c et a\ b\ c' 
les cosinus directeurs de deux droites rectangulaires, dont nous dési¬ 
gnerons simplement les directions par ces cosinus mis entre paren¬ 
thèses; et soient Â, B, C les cosinus directeurs, à évaluer, d’une per¬ 
pendiculaire commune â ces deux droites, menée ainsi dans un sens 
tel, qu’elle soit, par rapport aux deux directions (a t b , c ) et («', 6 ', c'), 
ce qu'est la direction des z positifs par rapport à celles des x 
et des v positifs. Des conditions connues, <tA-h frB-hrC -o, 
«'A -h b'W -he'C “ o, exprimant la perpendicularité de cette troi¬ 
sième droite sur les deux premières, il résulte, comme on sait, la pro¬ 
portionnalité de A, B, C aux trois binômes bc'—cb\ ca’ — ac\ 
ab '— ba’\ et, vu d'ailleurs que la somme des carrés A 2 , B 2 , C 2 doit 
être l'unité, les cosinus A, B, C égaleront les quotients respectifs de 





UOSIXU» DIRECT. D’CSTIÎ MORM, A, DEUX DHOUE» HKCTANO. 


an* 

ces trois binômes par l’une des deux, racines carrées de la somme 

(ôc — cÔ')*~-r (ca r — «c')*h- ÿab r ~ ba')*. 

Or la valeur de cette somme est identiquement 

t a* - - b* - C* ) ( «'* — //* h- c'* i • - {aa‘ -■ - />£' - ■ ce* )*, 

comme on le reconnaît en développant les calculs ; de plus, elle se ré¬ 
duit à l'unité, ou a pour racines carrées ±z i, par suite de l'égalité à t 
de chacune des deux sommes a* —ô*-hc s , a'*~r* &'* 4 * c'*, avec la 
condition cia! bb'-r-cc’-- o, qu’entraîne la perpendicularité mu¬ 
tuelle des directions (#, c), (a', ô' r c 1 ), Il vient donc 

( >G ) A--* :(ôc f — cô'j, B™ .{ca — ac 1 ), C -- i ab‘—ùa’}; 

et il ne reste plus qu'à savoir lequel, du signe supérieur — ou du signe 
inférieur —, il faut adopter dans ces trois formules. A cet effet, 
observons que, si l'ensemble des trois droites rectangulaires tourne 
arbitrairement dans l’espace, leurs neuf cosinus directeurs varieront 
avec continuité et ne pourront changer de signe qu’en s’annulant. Or 
A, B. C, exprimés sans cesse par les formules (26 ), ne s’annuleront 
jamais à la fois, puisque la somme de leurs carrés est constamment 1. 
Il n'y aura donc aucun moment où puisse se faire le passage du signe 
supérieur -f- au signe inférieur —, ou vice versa, passage qui en¬ 
traînerait une variation brusque de l’un au moins de ces trois cosinus 

A, B, C, dont la valeur ne s’annulerait pas; et, par conséquent, le 
même signe conviendra dans toutes les positions possibles du système 
rigide formé par les trois droites. Mais, si nous considérons en parti¬ 
culier celle où les deux droites ( a , /;, c), ( ab\ c’) coïncident avec 
les deux axes des o* et des y positifs, et où les valeurs de a } b , c, 
a, b', c sont respectivement r, o, o, 0, 1,0, ces formules (26) don¬ 
nent A - ; o, B o, C — ï. Or elles ne sont exactes qu’en adoptant 
le signe supérieur -r-, car alors la droite (A, B, C) coïncide avec 1 axe 
des z positifs ou se trouve définie en direction par les cosinus 0,0, 1. 
C'est donc constamment avec le signe supérieur qu'il faudra prendre 
les formules (ad); et l’on aura, pour les expressions cherchées de A, 

B, L. 

( a - , A : ba ’— cb\ B : et/— ac\ C. ■ - af/~ ba. 

Dan* le cas de la binormale, a , b, c sont les cosinus directeurs a:', 
y\ / de la tangente et n\ b\ c' sont ceux, Ha", Hr, H 5% delà nor¬ 
male principale. 11 vient donc 

i 28 1 A ~ Rsy's'— - 


' y K B ~ Rt jy-j'f), 


G r-- 



■‘r.i* 
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Il sera sans inconvénient cle désigner ainsi par les mêmes lettres A, B,C 
les cosinus directeurs de la binomiale et les trois coefficients À, B, C 
figurant dans l’équation (u)[p. a3f>] du plan oscillateur, qui leur 
sont simplement proportionnels; car ces coefficients n’ont été dé¬ 
terminés jusqu'ici qu’à un facteur constant prés, et rien n'empêche, 
tout en leur laissant leur signification antérieure, d’en fixer désormais 
la valeur d’une manière plus complète, en leur faisant représenter 
{quand les axes sont rectangles) les cosinus directeurs de la hinormale. 

107*. — Calcul de l’angle de deux droites voisines, définies par leurs 

cosinus directeurs. 

Il nous reste à voir si l'angle de contingence, évalué au inoven des 
tangentes MT, M'T' [p. 248], ou de leurs parallèles O*, O*', aura 
bien la valeur (3o) [p, 249]. A cet effet, comme les droites O Qt* 
sont définies au moyen de leurs cosinus directeurs, nous aurons à 
résoudre le problème suivant : 

Étant donnés les cosinus directeurs, que j’appellerai respectivement 
<7, b t c et a! > b\ c\ de deux droites O/, O t 1 très peu inclinées Vutie 
sur Vautre, calculer le petit angle qu'elles forment. 

Donnons à chacune de ces droites issues de l’origine une longueur 
égale à i. Alors les trois coordonnées de /, projections cle O* sur les 
axes, seront les produits respectifs de 1 par a , b t c et égaleront a , b , c. 
De même, les trois coordonnées de V seront a', b c'; et la droite tl\ 
ajantpour projections sur les axes les différences a'—a, b '— b> c'—c, 
vaudra \i>'— b)*'~\c r ~c)*. 

Or, dans le triangle isoscèie tOt ', la base U' est le double du côté 
tp de l'angle droit d’un triangle rectangle dont l’hypoténuse O t égale 1 

et dont l’angle opposé tOp vaut — — • Il vient donc 

, . iOV 

tt t— ’itp ~ x sm-, 

2 

et, par suite, vu la valeur précédente de tt\ 

k . tOt' , —-..——„--- 

1*0 asm --—— ^b'— bf -- <c — cf. 

Cette formule (3i) est bien d’accord avec l'expression connue, 
aa' + bb' ce', de cos/O*' (peu avantageuse par elle-même dans le 
cas d angles infiniment petits, comme toute formule contenant des 
cosinus). Car la quantité sous le radical, développée, donne les deux 
sommes a*-4- &*4- c 4 , 4~//* 4-c' a , dont chacune vaut 1, plus fex- 
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pression — -à( an' -+- bb' -t* ce'). Or, sî l'on remplace celle-ci par 
— 2 cos/O/', le radical, réduit à y^i(i — cos/OVJ» ne diffère pas de 

y/- f i s * nS * ?J~> ni, par suite, du premier membre de ( 3 i). 

Comme on se propose de n'appliquer la relation (Sijqu’à des angles 
tOt 1 infiniment petits, le sinus de leur moitié peut être remplacé par 
Tare correspondant, et Ion trouve simplement 


CJa) 


l O ( -- — a -T- (b‘ — bp -r* — c 


ms*. — Angle de contingence, calculé par les tangentes. 

Dans le cas actuel, les cosinus directeurs de Ot (p. 248), ou de la tan¬ 
gente MT menée au point (jt, r, 5), sont les trois dérivées x\ r', z f 
des coordonnées x f y t 3 par rapport à l’arc s\ et les cosinus directeurs 
de Of', ou de M'T', sont les mêmes dérivées, accrues de leurs différen- 
tielles x*ds, y'ds, z'ds le long de l’arc infiniment petit MM' ou d 
Les différences a' — a y b 1 — b y c'*— c vaudront donc a? d$ y vV«, 3*ds\ 
et l’angle de contingence tOt\ ou dD, aura bien pour expression, 
d’après ( 32 ), le dernier membre de ( 3 o) [p* 249]. 

On remarquera, comme clans la question analogue relative aux 
courbes planes (p. 200), que la comparaison de la valeur ainsi trouvée 

dst 

pour c/6 avec son autre expression, > obtenue par la considération 

des plans normaux, ferait connaître la formule (a 3 )de H [p. a 47.1 * 
si on ne l’avait pas établie autrement. 


170*. — Angle de torsion d’un arc infiniment petit de courbe gauche. 

Ce qui distingue une courbe plane d’une courbe gauche, c’est que 
tous ses plans oscillateurs ont même direction et se confondent par 
suite entre eux pour donner le plan unique de la courbe. Au contraire, 
dans une ligne gauche, la direction du plan osculateur varie d’un 
point à l’autre. Le changement de cette direction le long d’un arc infi¬ 
niment petit MM' ou ds (p. 21 4 *) est mesuré par celui même de la per¬ 
pendiculaire au plan osculateur, ou binormate, qui a la position MP 
à la première extrémité, la position M'P'à la seconde, et tourne ainsi, 
le long de l’arc intercepté, de l’angle pOp ' de deux droites menées à 
partir de l’origine respectivement parallèles à MP et à M'P\ Comme 
cet angle pOp' serait nul dans une courbe plane, il fournit une mesure 
de la différence existant de M à M' entre la courbe gauche proposée 
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et une courbe plane, ou decc (ju'on pourrait appeler le gauchissement 
de l’arc MM'. U a reçu, pour une raison qu’on verra bientôt, le nom 
d 'angle de torsion. Nous le représenterons par d~. 

Évaïuons-le au moyen de la formule ( 32 ), dans laquelle il faudra 
remplacer, d’une part, iOV par pOp*~:tk, d’autre part, a, b , c par 
les cosinus directeurs A, H, C de la binormale MF, et, de même, a\ 
c f par ceux de la binomiale M'P', qui sont A, B, C accrus de leurs 
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différentielles A Uis, B f ds, Cds le long de l’arc MM' ou ds . Il viendra 

(34) d~ y/( \'ds )*— - ( ti'ds )* -r- (G'd!s J* yGV* - r- C' s ds. 

Reste à évaluer les trois dérivées A', B', G'. On y arriverait en dif- 
férentiant les expressions (28) de A, B, C. Mais il est plus simple de 
dilTérentier les trois relations qui ont servi à trouver c es expressions 
(28), savoir 

(35) A* -t- B* C* ” !, Ar r -4- Bj 1 -r Cs 1 ==o, A x* ~r By* -r* G s? — o. 

La première (divisée par 2) et la deuxième donnent de la sorte 

AA'•+• BB' — CC s* o, kx w ^~ By+ o. 

Or celles-ci déterminent simplement les rapports mutuels de A', B', G', 
après qu’on a supprimé de la seconde la partie Ax n ~*r by^r C-s ff , 
nulle en vertu delà troisième ( 35 ); et elles sont d’ailleurs satisfaites 
par la substitution à A', B', C' de x” t y ”, z\ qui les change respecti¬ 
vement en la troisième ( 35 ) et en la seconde relation (9) [p. a 35 J 
toujours vérifiée quand les axes sont rectangulaires et l’arc s pris pour 
variable. Donc, en somme, la différentiation des deux premières rela¬ 
tions ( 35 ) conduit à poser U double proportion 

A' B' _ 0' _ B'/j-CV 

x w ~~ y r z* ~ z* 


(36) 


1 
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à laquelle j’ai adjoint un quatrième rapport égal, formé par l’addition 
terme à terme des trois premiers après multiplication respective clés 
termes, haut et bas , par x", y\ 5". Mais la différentiation, effectuée 
également, de la troisième relation ( 35 ) donne 

AV- BV'-- CiV-iAV-:- B/”— CV";, 

ou, vu les valeurs (28) de A, B, C, 

À'x'-r- By-rCVr—Rü), 

en appelant tu, pour abréger, le déterminant formé par les neuf déri¬ 
vées premières, secondes et troisièmes de jr, y, 

j w r- (/J- 5 '/)/V(;V- xz") y m -r-(x'/’-y'x')z m 

(37 ^ j r= T'(yz m -z"f' j^yizT^' — XX m ) ~r-z(xf , ~fx m ). 

Le quatrième rapport ( 36 ) s'écrira donc simplement, en rappelant 
l’expression ( 23 ) de B [p. 247]» *— K a <u. Et il résultera des trois pre¬ 
miers rapports ( 36 ) comparés séparément au quatrième les formules 
cherchées des dérivées A', B', C' : 

( 38 ; A'™ — R s tux' f B'= -R *w/, CV^Rs w V 

Grâce a ces valeurs simples (‘), l'angle de torsion dî, exprimé 
par le troisième membre de ( 34 ), sera, eu observant que la somme 
est l’inverse de R* et prenant le résultat en valeur 

absolue, 

(3g) dt — d's— :R*tu<fc. 

Si donc on divise par ds et qu’on substitue à R et à w leurs valeurs 
explicites données, le rapport de l’angle de torsion à Tare ds résultera 
de la formule 

v d- . x'(v“z m — Z y”) ~ y'( zx m — .W" ) h- 
U°) f ’ Vî^/ 14 - V* 

171*. — De la cambrure en tin point d’une courbe gauche. 

Le rapport de «fc à ds que nous venons d’évaluer, et qui exprime en 
quelque sorte, pour le point considéré (x, y, s), le degré de gauchis¬ 
sement de la courbe, c’est-à-dire le changement de direction de son 
plan osculaleur par unité de longueur de son arc, est souvent appelé 
la seconde courbure de la courbe, à cause de l'analogie qu'il présente 


( •) Ducs à M. Frcnet, ancien professeur à la Faculté des Sciences de Lyon* 
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avec la courbure ordinaire, laquelle est aussi le rapport d'un angle 
infiniment petit a’O mesurant un changement de direction à Parc ds le 
long duquel ce changement a Heu. Mais cette dénomination de seconde 
courbure- est impropre; car, dans la ligne droite, à laquelle il serait 
absurde d’attribuer une courbure quelconque, le rapport de dx à ds 
n’est pas nul, mais seulement indéterminé, rien n’empêchant de prendre 
pour plans osculateurs, aux différents points d'une droite, des plans 
quelconques menés suivant cette droite et de direction arbitrairement 
variable en fonction de s. C*est ce qu’a remarqué M. de Saint-Venant, 


qui a proposé d’appeler plutôt ce rapport la cambrure âe la courbe. 

De même, par analogie avec le rapport ^ inverse de et qui re¬ 


présente le rayon de courbure H, on appelle quelquefois le rapport 
ds 

jp rayon de seconde courbure, expression qu'il faut remplacer par 


rayon de cambrure : c'est une ligne, comme U, mais qui ne comporte 
pas une signification géométrique aussi simple. 

Remarquons que l’expression (33) [p. ü5o] de la courbure ne con¬ 
tient que les dérivées secondes des coordonnées par rapport à l'arc, 
tandis que, au contraire, celle, (4<>), de la cambrure dépend à la fois 
de leurs dérivées premières, secondes et troisièmes. C’est dire qu’il 
faut, pour déterminer la cambrure, se donner sur la courbe quatre 
points infiniment voisins, et non plus seulement trois comme pour la 
courbure. On pouvait le prévoir; car lorsqu’il s’agit de décider si la 
courbe est ou n’est pas plane, quatre points consécutifs sont bien né¬ 
cessaires, puisque les trois premiers ne font que déterminer un plan, 
dont le quatrième seul peut sortir. 


172*. — Comment toute courbe gauche peut se déduire, par torsion, 

d’une courbe plane. 

La cambrure, rapport de dx à ds y s’appelle encore la torsion de la 
courbe gauche par unité de longueur, au point considéré : elle ex¬ 
prime, en effet, ce que deviendrait pour un arc égal à i, compté à 
partir de ce point, l'angle de torsion qui est dx pour un arc infiniment 
petit ds, s'il continuait à croître sur cette longueur finie i comme 
il le fait sur la longueur ds . Mais la dénomination même d’angle 
de torsion a besoin d’être expliquée; et c’est par là que je ter¬ 
minerai l’étude des propriétés générales les plus importantes des 
courbes. 
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Prenons, sur la courbe donnée, des points très rapprochés A, 1J, C, 
D, E, ..qui se succèdent d’une manière graduelle, comme, par 


exemple, à des distance» ds égale». .Vous 
commettrons évidemment des erreurs par¬ 
tout fort petites, en remplaçant les vrais 
plans oscillateurs en À, B, C, ...» respecti¬ 
vement, par les plans ABC, BCD, CDE, .... 
dont chacun contient trois points consécutifs 
ou deux corde- successives AB et BC, BC 
et CD, etc. Celles-ci, prolongées en T, T', 

T r , ..., pourront de même être substituées 
aux tangentes à la courbe. Alors l’angle, dit 
de torsion, correspondant à l’arc élémentaire 
ÀB, ne différera pas sensiblement de l’angle 
des deux plans ABC, BCD; car deux plans mobiles, toujours presque 
confondus ensemble, dont i’uo prendrait successivement et avec con¬ 
tinuité les positions ABC, BCD, CDE, ... tandis que l’autre devien¬ 
drait successivement oscillateur à la courbe en A, en B, en C, ..., ne 
pourraient manquer d’éprouver à fort peu près, d’un instant à l’autre, 
les mêmes changements d’orientation (*), ou de tourner des mêmes 
quantités; d’où il suit que les vrais angles de torsion, décrits par le se¬ 
cond, ne différeraient pas dans un rapport sensible des angles décrits par 
le premier et compris entre les plans consécutifs ABC, BCD, etc., .... 
De même, les angles TBT r , T'CT", compris entre les prolonge¬ 
ments des cordes contiguës, peuvent être pris pour ceux de contin¬ 
gence des ares respectifs AB, BC, ce que montrerait la considé¬ 
ration analogue de deux droites mobiles d’une manière graduelle et 
toujours presque confondues ensemble, dont l’une prendrait succes¬ 
sivement les positions AB, BC, CD, ..., tandis que l’autre, sans cesse 
tangente, toucherait successivement la courbe en A, en B, en C, etc., 
ou décrirait dans sa rotation les vrais angles de contingence. 

Cela posé, et le plan osculateur ABTT' restant fixe, imaginons qu ou 
fasse tourner, autour de BCT' comme charnière, toute la partie 
BCDE..de la courbe, qui suit le point B, d’un angle égal à l’angle 
de torsion de AB, c’esl-à-dire au dièdre des deux plans ABC, BCD, 
de manière à amener le point D dans le premier plan oscillateur 
ABC, sans changer l’angle de contingence T'CT\ Puis, autour de la 
nouvelle position de CD'F comme charnière, faisons tourner de même 
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C) Defini* analytiquement au moyen des variations <[u’êprouveraicnt. par 
exemple, leurs cosinus directeurs. 
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î» partie suivante CDÈF..., d'un angle égal à celui de torsion de Tare 
BC; de manière à amener le point K dans le plan ABCD, *a« & Modi¬ 
fier l'angle de contingence T'DT*. En continuant de même» c'est- 
à-dire en effectuant, autour des tangentes successives BO, CD, DE,... 


«les rotations de la partie de courbe qui suit leur point de contact, de 
manière à amener peu à peu tous les angles de contingence, sans 
changer leur valeur, dans le plan TBT r > on aura finalement (si A, B, 
C, D, E, ... deviennent d'ailleurs infiniment voisins) transformé la 
courbe gauche proposée en une courbe plane, dont les arcs élémen¬ 
taires AB, BC, CD, ... auront conservé non seulement leurs lon¬ 
gueurs, mais aussi leurs angles de contingence et, par suite, leurs 
rayons de courbure primitifs. 

Or il est évident que, pour revenir de la courbe plane ainsi obtenue 
à la courbe gauche, il suffira d’effectuer les mêmes mouvements en 
sens inverse; c'est-à-dire de faire tourner toute la partie BCDE... 
autour de BT' comme charnière et d'un angle égal à l’angle de torsion 
relatif à AB, puis d'opérer des rotations analogues autour des autres 
tangentes CT*, DT*,etc. Mais on appelle justement torsion d’un corps 
le mode de déformation qui consiste à faire tourner autour d'un axe 
toute la partie du corps située au delà d'un point considéré de laxe, 
tandis que la partie en deçà reste fixe, ou, du moins, la superposition 
d'une infinité de déformations pareilles, ayant pour effet général d’im¬ 
primer des rotations de plus en plus grandes aux. parties du corps de 
plus en plus éloignées de sa première extrémité (supposée fixe). Par 
conséquent, toute courbe gauche est une courbe plane tordue , ou 
peut être déduite d'une courbe plane au moyen de simples torsions 
effectuées autour de ses tangentes et qui ne changent ni la lon¬ 
gueur f ni la courbure de ses arcs, 

Ces torsions sont mesurées, pour chaque arc infiniment petit ds , 
par l'inclinaison dz qu'acquièrent les deux plans oscillateurs menés à 
ses deux extrémités et qui étaient d’abord confondus avec le plan de la 
courbe primitive. Il était donc bien naturel d'appeler l'angle dz angle 

de torsion et de prendre, en chaque endroit, le rapport ^ pour me¬ 
sure, tout à la fois, et de la cambrure qui y distingue la courbe d'une 
courbe plane, et de la torsion qui est censée avoir fait naître cette 
cambrure. 



COMPLÉMENT A LA DIX-HUITIÈME LEÇON. 
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RFXX SURFACES; 1) KTKM M1N ATION D'LSK SURFACE PAR LE N SEMBLE 
DE SES PLANS TANGENTS: LIGNES DE PENTE; ETC. 


174*. — Coup d'œil sur les points singuliers des surfaces courbes : 
points isolés et points coniques. 

Mais, revenant aux surfaces définies par une équation de la forme 
F(’.r, y t jetons un coup dVril sur le cas exceptionnel oii les 

trois dérivées de F en æ y r, z s'annuleraient au point considéré 
(j*, V» 5), afin de voir quelles sortes de singularités on y observera le 
plus ordinairement. 11 nous suffira de procéder comme nous avons 
fait (p. 1 56* ) dans l'étude des points singuliers d'une famille de 
courbes planes. Nous supposerons que, parcourant un chemin variable 
l le long de droites menées par le point considéré (.r, r, -), on 
se trouve successivement en des points qui aient les coordonnées 
.r t jc -h II/, Vg™ y -p Kf, où H, K, L désignent trois 

coefficients dont les rapports mutuels caractérisent la direction de la 
droite. Les deux dérivées première et seconde, par rapport à /, de la 
fonction de point K seront évidemment, en (jr, r, z) t l’une, égale à 
r.éro par suite de l'annulation supposée des trois dérivées premières 
de F en y, z y et l'autre, exprimée par 
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Ce sextinôme, homogène du second degré en II, K, L, n'est pas, en 
général, identiquement nul; et il arrive d'ordinaire, ou qu'il garde 
constamment le même signe sans s'annuler, ou qu'il change de signe 
et, par conséquent, s'annule pour une infinité de directions, définies 
par les rapports correspondants de H, K, L. Comme la fonction F se 
trouve évidemment minima, au point (j*, r, z ), le long de toute droite 
pour laquelle l'expression ( 8 ) y est positive, et maxima quand elle 
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y est négative, on voit que, *i cette expression ( 8 ) a le même signe 
pour toutes les directions, la fonction F sera un minimum absolu ou 
un maximum absolu en (.r, v, 3) et ne retrouvera pas, dans tout le 
voisinage, sa valeur c relative à ce point. Celui-ci constituera donc un 
point isolé. 

Si, au contraire, l'expression ( 8 ) est positive pour certaines des 
droites qui s’y croisent, négative pour d’autres, la fonction F sera pins 
grande qu’en (*r, v, z) aux endroits voisins appartenant aux premières 
de ces droites, mais moindre qu'en (j'Ny, 3) à ceux qui se trouveront 
sur les secondes; et elle passera ainsi par sa valeur relative à (j?, v, z) 
en des points situés, par rapport à (u*, y, 3), dans des directions infi¬ 
niment voisines de celles pour lesquelles s'annulera l’expression (81. 
Or, celle-ci, égalée à zéro, donne une équation à deux inconnues 
distinctes seulement, savoir, les rapports de H et K à L. L’un de ces 
rapports y sera donc arbitraire (au moins entre certaines limites), et 
il résultera de l’équation une valeur de l'autre en fonction continû¬ 
ment variable du premier. 

C’est dire que les droites, émanées de (.r, y, 3), suivant lesquelles 
l’expression ( 8 ) s'annulera, se juxtaposeront de manière à former un 
espace sans épaisseur, savoir, une surface conique, ou, comme on dit, 
un cône, ayant à la fois pour centre et pour sommet le point 3 ). 

Les points de la surface F(jc*, v, Z) ~—c voisins de ( je *, y, 3) seront 
donc, vus de ce sommet, dans des directions infiniment peu différentes 
de celles des génératrices du cône; et, le long de toute droite très 
courte perçant ce dernier près du sommet (.r, v, 3 ) suivant une direc¬ 
tion qui ne soit celle d’aucune génératrice, droite dont j’appellerai 
y X y les coordonnées courantes, la fonction F( j~,, y x , 3,) passera un 
nombre impair de fois par sa valeur c relative au point (æ*, y, z), puis¬ 
qu’elle devra y devenir, de plus petite, définitivement plus grande, ou 
vice versâ . Or elle ne pourra y acquérir plus d’une fois la valeur c; 
car, si elle y passait trois fois par celte valeur, sa dérivée seconde 
le long du chemin suivi devrait s'y annuler d'après le théorème de 
Rolie, ce qu'elle ne fait pas, ayant sensiblement le long de ce chemin, 
en vertu de la continuité, sa valeur ( 8 ), différente de 2èro, relative à 
un chemin parallèle mené par y, 3). 

Donc la surface aura, de chaque côté du sommet (u?, y, 3), une 
nappe unique continue, aboutissant à ce sommet tangentiellement ail 
cône indiqué. C’est dire qu’un pareil point (.**, s) établit la jonc¬ 
tion de deux nappes, qui s’y opposent mutuellement leurs tangentes 
émanées de ce point. Le lieu de celles-ci, obtenu par l’annulation de 
l’expression ( 8 ), dans laquelle, à II, K, L, on pourra substituer II/, 
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K/, Ll et, finalement, ar*,— ./*, Y\— y, z x — z, est le cône du second 
degré 


: d*F , , //*F . 

1 r» F . 
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Aussi un tel point (x, y, z) est-il appelé point conù/ue. On voit que 
la surface, dans une étendue infiniment petite tout autour, n’a plus 
la forme d’un plan, mais bien celle du cône ( 9 ), dont la base, sur le 
plan des æv par exemple, est une courbe du second degré. 

Le cas particulier le plus remarquable se présente quand le cône 
est circulaire droit, ou que la surface affecte sensiblement, près du 
point (æ, y, 43 ), une forme de révolution, c’est-à-dire engendrée par 
une ligne plane (ici une simple droite) tournant autour d'un axe com¬ 
pris dans son plan. Le point (.r, y, z) est appelé alors ombilic co- 
nù/tic; car le nom d 'ombilic s’emploie, comme on verra plus loin, à 
désigner en général les points tout autour desquels une surface pré¬ 
sente dans le voisinage une forme de révolution, à dos écarts près infi¬ 
niment plus petits que ceux par lesquels elle s'y distingue d'un pian. 


177*. — Problème général des ombres; développable circonscrite 

à dota surfaces. 

Dans le premier problème abordé au n° 175 (p. 2 j4)> °ù il s'agissait, 
si l’on veut, de circonscrire à la surface F(jt, y, z)z^.c d'un corps 
opaque un cône de rayons lumineux émanés d'un point ri» ~i)> 

admettons que ce point A soit remplacé par la surface, ayant une équa¬ 
tion donnée F,(.r„ y,, = d'un corps lumineux et transparent 

quelconque. Si nous supposons un observateur placé derrière le corps 
opaque et assez près de celui-ci, le cûne ayant pour sommet son œil et 
circonscrit au corps opaque, ou cône de ses rayons visuels, pourra 
être très ouvert et comprendra, au delà du corps opaque, le corps lu¬ 
mineux tout entier. Alors l’observateur, dont l'œil ne perçoit aucun 
rayon lumineux, se trouve dans Vombre portée par le corps opaque. 

Mais, s’il se déplace latéralement d'une quantité suffisante, le cône 
de ses rayons visuels circonscrit au corps opaque finit par raser le 
corps lumineux, qui lui devient tangent intérieurement: et, d'ail¬ 
leurs, le plan langent ainsi commun au corps lumineux et au cône est 
évidemment, dans ce dernier, le plan de deux génératrices consécu- 
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tives, langent au cône tout lu long du ccliu du ce* deux génératrices 
qui aboutit au corps lumineux et tangent aussi au corps opaque au 
point où la même génératrice l'atteint. Il y a donc alors, suivant le 
rayon visuel constituant cette génératrice, un plan tangent commun 
aux deux surfaces F(x, r, z) -:c, i' { (jc } >r 1} z t ) c>; et ce plan leur 
est tangent extérieurement, c’est-à-dire qu'il ne passe pas entre les 
deux surfaces, mais les laisse toutes les deux sur un seul de ses côtés. 
D'ailleurs, au même moment, l’observateur est sur le point d'aperce¬ 
voir une petite partie du corps lumineux, savoir lu partie qui sorti¬ 
rait du cône de rayons visuels circonscrit au corps opaque, si l’obser¬ 
vateur continuait à s'éloigner latéralement. Donc la limite de l’ombre , 
en arrière du corps opaque , est le lieu des droites qui joignent les 
deux points de contact (.-r,r, s), (,r,, v t} z { ) de plans tangents 
extérieurs communs aux deux surfaces données F(.r, y, s) — c et 

I* j( j!*i, y j, -*i ) — Cj. 

Concevons actuellement que l'observateur dépasse cette surface 
limite de l'ombre. 11 ne verra encore qu'une partie du corps lumi¬ 
neux et se trouvera daus ce qu'on appelle la pénombre , c'est-à-dire 
dans un espace imparfaitement éclairé. Et il en sera ainsi jusqu'à ce 
que son cône de rayons visuels circonscrit au corps opaque ne coupe 
plus le corps lumineux; ce qui arrivera lorsque le corps lumineux 
deviendra tangent extérieurement au cône et quand, par suite, le long 
du ravon visuel mené au point de contact, le plan tangent au cône 
ira toucher les deux surface* F(x, y, -) —c, F,(.r t , t y u - t ) ~c u en 
passant entre elles. Au delà l’observateur sera en pleine lumière, te> 
deux cônes de rayons visuels circonscrits aux deux corps opaque et 
lumineux n’empiétant plus l'un sur l'autre. Far conséquent, la limite 
de la pénombre, en arrière du corps opaque, est le lieu des droites 
joignant les deux points de contact (x, y, s), (x if y,, - t ) de plans 
tangents communs aux deux surfaces données et qui sont inté¬ 
rieurs, c’est-à-dire qui passent entre ces deux surf aces. 

Le problème des ombres , ou qui a pour but de déterminer les deux 
surfaces séparant l’ombre de la pénombre et la pénombre de la lu¬ 
mière, revient donc à chercher la surface totale, lieu des droites qui 
joignent les points de contact des plans tangents communs aux deux 
surfaces données : comme ces plans peuvent, en général, être tangents 
extérieurement ou intérieurement, elle comprend d’ordinaire deux 
nappes, dont les parties situées à l'arriére du corps opaque sont res¬ 
pectivement les deux surfaces partielles cherchées. 

Voyons comment on pourrait en former l'équation. Appelons X,LZ 
ses coordonnées courantes, c’est-à-dire celles d’un point quelconque 
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cincosscjmK a decx surfaces données. 


rrt* 


de la droite de jonction des deux points de contact respectifs (.r, y t z) t 
(x u y v i,) d’ürt plan tangent commun aux deux surfaces F(x,v, z) -~c, 
Vd*» y,, 3,) =e,. Et, d'abord, on exprime que les deux plans tan¬ 
gents en { jc, y } 5) et (x tt r u 5,) ont même direction, en écrivant la 
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et leur identité exige, en outre, que le plan tangent en (jt, y, z) aille 
passer par (zc ti y ir Sj), ou qu’on ait 


d F . 


«"V 


Eu joignant à ces trois relations les équations F(x, y t z) t\ 
F,(a? t , y,, Sx) =c t des deux surfaces respectives, il vient en tout cinq 
équations entre les six variables x, y, jtj, z^ de sorte (juc si .r, 
par exemple, est choisi comme variable indépendante, jr, z, t Vj 
et en deviennent des fonctions, et, par conséquent, les deux courbes 
(généralement doubles) de contact sur les deux surfaces sont bien 
déterminées. Enfin la génératrice de la surface cherchée a pour équa¬ 
tions 


(i3) 


X — .r Y — v __ Z_ - z 

*•1 — * “ Xi -ÿ ~~ = * 


et l'élimination de x entre elles, après que y , z > x lt y i% z x ont été 
éliminés au inoven des précédentes, ou l’élimination simultanée de 


,r, y, z , x iy y X j -?} entre les sept équations posées, donne la relation 
cherchée entre X, Y, Z, équation de la surface à deux nappes que l’on 


considère. 


Observons que les deux plans tangents menés à une surface en deux 
points voisins (æ,j, z) et (x -f-ofcr, y -f- dy, z -h dz) se coupent à 
une distance infiniment petite de ces deux points. En efi’et, leur angie 
mutuel est généralement du premier ordre do petitesse, c’est-à-dire 
du même ordre que l’est, pour les longueurs, la distance de ces deux 
points de contact. Or l’écart perpendiculaire du second point de con¬ 
tact (x -r- dx y y -f- df, s-{-dz) d’avec le plan tangent mené an pre¬ 
mier (x,r, ^), égale évidemment le produit de cet angle (ou de sa 
tangente) par la distance à laquelle passe de là rinlerseetion des deux 
plans, et cet écart se trouve d’ailleurs d’un ordre de petitesse supérieur 
au premier, à cause du contact du plan tangent mené en (.r.y, 5) avec 
la surface. Donc la distance à laquelle vont se couper les deux plans, 
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quotient d'un écart d'un ordre de petitesse supérieur au premier par 
un angle infiniment petit du premier ordre, est bien infiniment péti'e, 
et Pon peut dire que Pintersection des deux plans tangents passe, à la 
limite, par leur point de contact. 

D'après cela, deux plans tangents consécutifs, menés à nos deux sur¬ 
faces K — c et F t -—' Cj, se couperont, à la limite, suivant une droite 
passant par les deux points de contact (.r, r, 5), (cc ti r„ 3,) du pre¬ 
mier d'entre eux, et qui ne sera autie qu'une des génératrices de la 
surface à deux nappes considérée. Celle-ci peut donc être définie le 
lieu des intersections successives des plans tangents communs aux 
deux surfaces proposées, ou, en un mot, l'enveloppe de ces plans. Et 
comme chaque plan tangent contient deux intersections consécutives, 
savoir celle où il coupe le plan tangent précédent et celle où il est 
coupé par le suivant, comme, de plus, la partie très aigue d'un tel 
plan comprise entre les deux génératrices correspondantes forme, 
avec les parties analogues des plans tangents voisins, des angles 
dièdres infiniment ouverts à la limite, et se raccorde ainsi avec elles, 
pour donner finalement une nappe continue se confondant partout 
avec la proposée non seulement en situation mais aussi en direction, 
c'est-à-dire sous tous les rapports qu'implique notre intuition de 
l'étendue superficielle, il est clair que la surface enveloppe dont il 
s'agit sera assimilable à l'ensemble des longues bandes planes, infini» 
ment étroites, comprises de la sorte entre ses génératrices consécu¬ 
tives. 

Or on pourra, sans déformer individuellement de telles bandes, les 
étaler sur un plan les unes à côté des autres, en les faisant tourner 
autour des génératrices qui les limitent; et l'on aura ainsi déplié cha¬ 
cune des nappes. Pour exprimer celle propriété, on dit eue la sur¬ 
face demandée est une surface développable . Ce sera îa dévelop¬ 
pable circonscrite aux deux surfaces données F(.r, y t 3) — c et 
Fj(j ? 0 £ t ) = <V Le cône circonscrit à la première F(.r, y, *):=c, 
à partir d’un sommet donné (j* t , y,, $*), n'en était que le cas le plus 
simple, celui où la seconde surface se réduit à un point. 

178*. — Détermination d'une surface par l'ensemble de ses plans tangents; 
onde de Fresnel; idée des surfaces enveloppes en général. 

Les questions précédentes ne nous conduisaient à considérer que 
les plans tangents menés à une surface le long d'une certaine courbe 
de contact, plans dont l'équation ne contenait qu'un seul paramètre 
indépendant, savoir, l'abscisse x des points de contact; et le lieu de 
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l«‘iirs intersections successive» prises dans toute leur longueur, ou ce 
<|iron appelait Venveloppeàe ces plans tangents, était ia développable 
circonscrite à la surface le long de la ligne de contact donnée ou ob¬ 
tenue. Or on conçoit que d'autres problèmes amènent à considérer les 
intersections d’un premier plan tangent par tous ceux qui en sont 
voisins, et dont l’équation contient les deux paramètres arbitraires 
distincts je e L y définissant leurs points respectifs de contact, pour ne 
garder que ce qui est commun à toutes, savoir, le point même de 
contact du premier plan, point par lequel nous venons de voir (p. 323 *) 
que passent constamment ces intersections. Et alors Vemeloppe , ou 
lieu de tous les points de concours analogues, n'est évidemment 
autre que la surface elle-même. 

Cest ce qui arrive lorsque, étant donnée une famille de plans, 

11 J/ Ir ■- ni y - - ns - *\ 

ou cdésigne une constante et /, m, n trois paramètres fonctions delà 
direction du plan, c’est-à-dire de leurs rapports mutuels qui la défi¬ 
nissent, on demande de trouver une surface ayant tous ces plans pour 
plans tangents. Et, d’abord, une certaine relation connue, o (/, /»,/ï)~o. 
existera entre les trois paramètres /, m et /*, puisque chacun d'eux 
sera déterminé dès qu'on donnera les rapports des deux autres à 
celui-là. Donc, on pourra regarder / et /**, par exemple, comme in¬ 
dépendants, et /* comme la fonction de /, m définie par la relation 

ŸlA /«, /*)-- o. 

Cela posé, le point de contact cherché (x, y, z) correspondant à 
l'un, des plans, devra être tel, que tout point de la surface infi¬ 
niment voisin (a- q-dlr, r -h dy, z -hdz) y soit également contenu, 
à des écarts près d’un ordre de petitesse supérieur à celui de la corde 
//.«dont dx, dy, dz désignent les projections obliques sur les axes. Si 
<lonc jc, y, -, dans (i4)» sont les coordonnées du point de contact, o» 
aura non seulement cette équation (14), mais cucorer celle-ci, 

/( x -- dr) - - ni (y* — dy 1 ni z dz 1 t? 

uh tenue eu y faisant croître ,r, r, z de d.r, dv,dz\ et il viendra, par 
soustraction, 

♦ tii l d.r -- m dr ^ n dz — o, 

sauf erreur, dans le second membre, négligeable en comparaison des 
tenues du premier. Mais les coordonnées x,y, z îles points de contact, 
fondions, comme n, de / et m, sont en outre telles, que l'équation 
(i'i)»e trouve également vérifiée pour le plan tangent conduit en 
lî. — i. Partie complémentaire . «5 
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(,r -h dx, y i -dy y z 4 - dz) y où l y m, n y u y y y z ont crû de différen¬ 
tielles dl, dm y dn y dx y dy ? dz y arbitraires seulement pour t et m. 
Donc l'accroissement total subi alors par le premier membre de 04 )* 
savoir, Idx -r-xdl -x~ m dy-~ydm 4- n dz 4- z dn (sauf encore erreur 
infiniment petite en comparaison des divers termes), est nul ; et il 
vient, en supprimant les trois termes dont la somme se trouve négli¬ 
geable d'après (lu), 

<iü) x dl - y dm - - z dn — o. 

C'est bien l'équation qu'on aurait en cherchant les points (x, r, 3) 
communs au plan tangent 04 ) et à ses voisins, qui en diffèrent par les 
accroissements dl y dm, du de, /, m, n; car l'équation ( 14) retranchée 
de celle de ces nouveaux plans donnerait justement la différentielle 
(16) de (i4) en l, /«, n. 

Or la valeur non arbitraire de dn résulte de ©(/, //*, n) o diffé- 
1 en liée, c'est-à-dire de 
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et l'on voit que la relation (16) ne peut, après substitution à dn de 
sa valeur fournie par celle-ci (17), être vérifiée quel que soit le rap¬ 
port arbitraire de dl à dm t que s'il y a, dans (16), proportionnalité 

des coefficients x, y, s à ceux, de (17). On formera un qua¬ 

trième rapport égal aux trois ainsi obtenus, en ajoutant ceux-ci terme 
à terme après les avoir multipliés respectivement haut et bas par l, 
m, n\ et, si l'on substitue alors au numérateur lx-ymy 4- nz de ce 
quatrième rapport sa valeur c tirée de 04 ), * a comparaison de chacun 
des trois premiers rapports au quatrième donnera pour x, y } z les 
valeurs cherchées : 


08 j 


<r, y, z) = 


d% 


d'Ù 

~di 


d’z 

m “r^- 

dm 


„ d \ d(l t m f n) 

il - 3 “ 

an 


On pourra donc construire la surface par points, en marquant, pour 
chaque système de valeurs de l et m, ou sur chacun des plans 04 ) 
la famille, le point (x, y } z) où il touche leur enveloppe commune. 
Et l’équation de celle-ci s'obtiendra par l'élimination de l et ni entre 
les trois équations (18), si n en a déjà été éliminé, ou, sinon, par 
l'élimination de l, m, n entre les trois équations (18) et la relation 
o(/, m y /*) — o. 

D'ailleurs, quelle que soit la famille donnée 04 ) de plans, la surface 
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trouvée leur sera bien latente aux points correspondants (,r, y, z) : 
car les valeurs (i8) vérifient identiquement réquation (i.{) et aussi, 
vu {î r ;) i la relation (i6)î ce qui réduit la différentielle, évidemment 
nulle, du trinôme lx ~r ni y -b ns ~ c , où x, y , æ auraient les expres¬ 
sions (18), à Idx- 4- mdy-r-nds= o, et signifie alors que les coor¬ 
données x -h dx> y -i- d)\ s H- dz y d’un point quelconque de la surface 
obtenue voisin de (jr,y, z) t satisfont à (i4) sans qu’on ait besoin de 
faire varier f, /», », ou que le plan (t4) contient toutes les cordes infi¬ 
niment petites menées en (x f y , s) à la surface, et en est bien le plan 
tangent. 

Cherchons, comme premier exemple, l’enveloppe des plans situés à 
une distance égale c de l'origine. Alors /, m t n sont, dans (» 4 )i l es 
trois cosinus directeurs de leur normale, et la relation «(/, /«, ») ™o 
se réduit à I* /»* — Les équations (18) deviennent sim¬ 

plement x — cl y y = cm r : = c«; d’où résultent des valeurs de /,/«,n 
qui, portées dans la condition reliant ces trois cosinus, donne, pour 
l'enveloppe, jc*+ y*-h s* — c*= o, c’est-à-dire une sphère de rayon c 
décrite autour de l’origine, comme on pouvait le prévoir. 

Si, la distance des plans à l’origine n’étant plus c, la relation entre 
/, ni et n prenait la forme un peu moins simple A /* -f- C«*r--1 

avec trois coefficients connus A, H, C, on trouverait j?r=:cA/, 
z rrcC/i, et l’enveloppe serait la surface du second degré 


Mais le plus bel exemple de cette théorie se trouve en Physique, 
dans le problème de la double réfraction, à propos d’une surface à 
deux nappes d'ondes lumineuses dite surface de Fresnet, enveloppe 
d’une double famille d’ondes planes dont l’équation est 


Ix -- my b- nz - - 1, 


c’est-à-dire (i*) prise avec c 
constantes A, B, C) étant 


U9) 



-i, la relation entre /, m et n (à trois 

ni* _« a 

- DS i --"tiS "" 


où S désigne, pour abréger, la somme -h m- -b n*. Appelons de 

même K l’expression (r^Tïs) (l^- C*) 5 ‘i 1 "’ dimi ~ 

nuée du premier membre nul de (19), égale le produit par S de la 

somme f ^‘"^ï + « ob ** m ** ^ dC “ 
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rivées du premier membre «(/, //*, n ) de (19) en /, w, /* compren¬ 
dront ici, outre le terme évident - 7 ;-|~! rT>~ë » le produit de la dé- 

1 — ( .A, 15, L. 

rivée de ce premier membre en S, qui vaut la dernière somme men- 
donnée, ou par la dérivée même de S en /, /«, «, c'est-à-dire 
par a(f, m, n ). La relation (19) réduira immédiatement à a K le 
dénominateur commun/-jy-r ... des valeurs (18) de .**, y, z, qui 


seront alors 


lit ni 1 w n f n 

( ao I x ” b ^ K T^ÂS 1 y " T k * 5 “ S : K i — CS’ 

En faisant la somme des carrés de ces trois expressions et appelant r- t 
pour abréger, cette somme j? 5 -+- Y* -r- s 1 , carré de la distance du point 
(x, y, z) à l'origine, on en déduit de suite, vu (19)» 


r 2 - rr 


1 1 


,.._a V 

A “ l \S k 1 —AS/ 


et le rapport, d'après (20) et (21), de jc* à /**— A, est 


I - /* -.^ i (- 1 -Y 

Si — AS K \ * — AS/ 


Ajoutons-y les rapports analogues de y* à ; ,s — H et de s* à /•* — G : 
U viendra enfin, identiquement, vu encore (19), 


(aa ) 


r*■ -\ / * — B ri—o 1 * 


Telle est réquation de l'onde de FresncL 

De même que nous avons considéré des intersections successives de 
plans dépendant de un ou deux paramètres arbitraires, de même, 
étant donnée une famille de surfaces courbes définie par une équation 
à un ou deux paramètres, on peut déterminer soit la ligne, soit seu¬ 
lement le point, communs à celles qui sont infiniment voisines, et 
obtenir, comme lieu de ces lignes ou de ces points, une surface, dite 
l'enveloppe de la famille. C’est ce qu’a fait Monge; et nous verrons, 
vers la fin du Calcul intégral, à propos des équations aux dérivées 
partielles qui régissent le plan tangent à de pareilles familles de sur¬ 
faces, la propriété la plus importante de ces enveloppes, consistant en 
leur tangence aux surfaces de la famille, comme il arrive dans les 
enveloppes de plans étudiées ci-dessus. Je me contenterai de remar¬ 
quer à présent que ce nom d'enveloppes ne leur convient pas d'une 
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manière aussi générale qu’au lieu des intersections successives d’une 
fa nu! te de courbes planes : car on a reconnu (p. «09*) que deux sur¬ 
faces en contact peuvent aussi bien, au point commun, présenter 
une double intersection que ne pas se couper du tout; d'où il suit 
que, très souvent, la surface, dite enveloppe, tangente à toutes celles 
d’une même famille, les croise (même quand ce sont de simples 
plans) et, par conséquent, ne sert pas de limite à l’espace qu’elles 
occupent. 

180*. — lignes de niveau et lignes de pente; leur forme dans le voisinage 
d'un fond, d'un sommet, ou d'un coi ordinaires. 

Dans l’étude qui vient d’être rappelée (*), relative à la fonction de 
point z -=rf (<#, y) exprimant l'ordonnée verticale z d’une surface, 
mais que nous concevions en même temps réalisée d’une manière ma¬ 
térielle sur le plan horizontal des jr, y, nous avons encore appris à 
connaître les lignes de niveau /(.r, j*) ~const. de la surface, égales 
et parallèles à leur projection horizontale, et ses lignes de plus grande 
pente, qui coupent celles de niveau à angle droit tant dans! espace 
qu’en projection sur le plan des XV, et qui, en chaque point, ont pour 
pente la pente même tangY de la surface; d’oi* dérive Je nom de 
lignes de pente de la surface, qu'on leur donne aussi. 

Quand on se borne aux projections horizontales de ce s diverses 
courbes, y y devient fonction de æ, et le coefficient angulaire v\ pour 
celle de niveau passant par un point quelconque (.r, r) du plan des 
jcy f se déduit de l’équation /(.r, y) = const. différentiéc, c’est-à-dire 

de p *+■ (Jy* o : il vaut, en conséquence, — -• Par suite, le coeffi¬ 
cient angulaire analogue, au même point (r, y), pour la ligne de pente 
perpendiculaire, sera, comme 011 sait (*), l’inverse changé de 

signe, c'est-à-dire 2 . Les lignes de pente auront donc pour équation 

différentielle, entre x t y , dx et c/v, ou en projection sur le plan 
des * 

< a 6) = 2, c’est-à-dire q dx—p dy <>. 

' dx p * 

On conçoit que celle équation, faisant connaître de proche en proche 
la direction prise par les lignes de plus grande pente, les détermine 


<*) Voir le numéro précédent, iïtf, au Fascicule I, p. a.»». 

<*) Ou comme on le voit par la note «le la p. rrjr>. Fascicule I. 
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et permette de Ses construire. Nous allons le voir d’abord sur un 
exemple qui comprendra deux cas distincts. 

Ce «era celui d’une surface quelconque y), considérée 

seulement dans le voisinage d’un point, pris pour origine, oit le plan 

tangcnlsoil horizontal. La pente étant ainsi nulle à l’origine, 

on y aura p — o, q- i o; mais, d'ordinaire, Jes trois dérivées par¬ 
tielles secondes «le z ne s’v annuleront pas, et, en les y désignant par 
/\ s t /, la formule de Taylor (p. i36* ), où h et k ne seront autres que 
les petites coordonnées ,t et y, donnera pour équation de la surface 
aux environs de Forigine, à des erreurs relatives près négligeables, 

s I ( rjr* - ■- ■* sxr 1 v* ). 


Or on sait, par la théorie des courbes du second degré, que le trinôme 
entre parenthèses peut, grâce à un changement convenable de l'orien¬ 
tation des axes rectangulaires des x et des y, et tout en conservant 
sa valeur en chaque point du plan des jcy % être débarrassé du rec¬ 
tangle des variables. Supposons donc que ce changement d'orientation 
ait été fait, ce qui réduit le trinôme à ses deux termes extrêmes; et, 
pour fixer les idées, appelons x la coordonnée dont le carré aura son 
coefficient positif quand les deux termes seront de signes contraires, 
ou qui aura le coefficient le plus faible en valeur absolue s'ils sont de 
même signe; et soit ±zk le rapport de l’autre coefficient à celui-là, 
k en étant la valeur absolue, supérieure par hypothèse à Funité quand 
elle est prise avec le signe -K L'expression ci-dessus de s deviendra 
ainsi le produit d*un certain coefficient par jr*±; kv* ; et les lignes de 
niveau auront pour équation 

(27 j a* 3 ky* = consi. 

Ce sont, en projection sur le plan tangent horizontal, soit des ellipses 
homothétiques, soit des hyperboles ou homothétiques ou conjuguées, 
ayant pour centre le point considéré de la surface. La constante du 
second membre, proportionnelle à -b z ou à —s quand les deux 
termes du premier membre ont même signe, et à -~z quand ils ont 
signe contraire, est, dans le premier cas, essentiellement positive 
comme le premier membre; et, par suite, les valeurs de Faltilude z 
sont, alors, toutes de même signe près du point origine considéré. Ce 
point sera donc, i° un fond y si les altitudes z sont positives (suppo¬ 
sées comptées de bas en haut), 2° un sommet, si elles sont négatives. Au 
contraire, dans le cas des hyperboles où le premier membre de (27), 
différence de deux carrés, est proportionnel à 5, cette altitudes reçoit 
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autour du point considéré des valeurs positives prés du plan des zx, 
des valeurs négatives près du plan des zy j et le point en question pris 
comme origine est un col, la surface s'élevant quand on s'en éloigne 
du côté des æ tant positifs que négatifs, et s'abaissant quand on s’en 
éloigne au contraire du côté des v, soit positifs, soit négatifs. 

La différentiation de (37 ) donne, pour le coefficient angulaire y' des 


lignes de niveau, la valeur ~ et, par suite, pour celui des lignes 

de pente, l'inverse changé de signe. L'équation différentielle (26) de¬ 
vient donc 


ïaM) 



ou ky dx. x dy ■■ o. 


A cause de la symétrie de la surface par rapport aux plans des zx et 
des sY y les mêmes circonstances se présentent dans les quatre angles 
dièdres formés par ces plans coordonnés; et nous pouvons nous bor¬ 
ner à celui oh les x et les y sont positifs. Alors la seconde équa¬ 
tion (28), multipliée par — x~ k ~ x r* 1 " 1 » devient identiquement 
d{x~ k y* 1 ) — o et signifie que, le long de la ligne suivie, Pexpression 
x~ k y — 1 a sa dérivée nulle, ou reste la même. Donc, en appelant c sa 
valeur, qui sera un paramètre caractéristique des lignes de pente, 
l'équation finie de ccs lignes pourra s'écrire .r~* r ±l = c, ou bien 




r -= soit car*, soit —-> 


la première forme correspondant au cas d’un sommet ou d’un fond 
et, la seconde, au cas d’un col. 

On voit que, dans le premier cas, les lignes de pente sont, en projection 
horizontale, des sortes de paraboles passant par l'origine (.r^Oj/^o) 
et dont le coefficient angulaire y\ proportionnel à s y annule 

à moins que c ne soit infini (vu que k est alors supérieur à l’unité). 
Toutes ces paraboles aboutissent donc au fond ou partent du sommet, 
et, pour les valeurs finies de c, y aboutissent ou en partent (vues sur 
le plan des xy) tangentiellement à l’axe des x t c'est-à-dire, dans l’es¬ 
pace, tangentiellement à la section de la surface par le plan des zx\ 
Quant à celles pour lesquelles c est infini, et qui, par suite, au som¬ 
met ou au fond, peuvent avoir leurs tangentes orientées d’une manière 
quelconque dans le plan horizontal, la première équation (*19) montre 
qu’on va/~o (dès que y n'est plus nul), ou que ces lignes se con¬ 
fondent avec la section de la surface par le plan des zv* 

Si donc on suppose les lignes de pente suivies en descendant, celles 
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qu’on observe dans le voisinage d’un sommet et qui y couvrent la sur¬ 
face sont parties du sommet tangentiellemenl à la section de la surface 
par le plan des z.r ; et celles qui en sont parties dans toute autre direc¬ 
tion, loin de s'étaler sur la surface, tournent infiniment vite pour venir 
se confondre avec la section de la surface par le plan des;;/. î\ou" 
verrous bientôt que ces propriétés font, de la section par le plan des z.r 
considérée près du sommet, ce qu’on appelle une ligne de /aile et, de 
la section par le plan des zy, considérée de meme dans le voisinage 
du sommet, ce quon appelle une ligne de thalweg . Près d'un fond 
ce sera tout le contraire, ce qui était thalweg devenant faite e l vire 
versa; car les lignes fie pente y seront, en projection horizontale, le-* 
mêmes que dans le cas précédent, mais suivies, à partir de l'origine, 
en remontant, et non plus en descendant. 

C'est de part et d'autre de ces deux, sections de la surface par lo 
plans des zx et des zv, lignes de pente seules contenues dans un 
plan vertical (lorsque k ne se réduit pas à l’unité) et données par 
les deux, hypothèses c =..:o, c =--x, que se disposent symétriquement 
les autres lignes de pente. Une seule de celles-ci passe d'ailleurs par 
tout point donné (x y y) antre que l'origine; car la valeur de c, rap¬ 
port de y à x A \ est déterminée, sans ambiguïté dès que x et y ne sont 
pas nuis. 

Dans le cas d'un col, où le produit yx k est constant le long d'une 
ligne de pente devenue ainsi (en projection horizontale) une sorte 
d'hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes, on voit que y et ,r 
ne peuvent s'annuler ensemble, mais chacun seulement quand l'autre 
est infini, à moins toutefois que ce produit yx k ne s"it nul, entraînant 
alors l'annulation ou dey ou de æ tout le long de la ligne de plus 
grande pente correspondante. Donc les deux sections verticales de In 
surface suivant les plans des zx et des zy sont les seules lignes de 
pente qui passent par le col; et les autres lignes de pente, suivies en 
descendant, se détachent toutes asymptotiquement de la première 
de ces sections pour aboutir de même à la seconde. Près du col, 1 » 
première est ainsi, comme il arrivait tout à l'heure près d'un sommet, 
une ligne de faite, et, la seconde, une ligne de thalweg . 

181*. — Antre exemple, où les lignes de niveau et de pente 
sont circulaires en projection horizontale. 

Un autre exemple simple et instructif est donné par la surface eu 
laquelle se transforme celle d'un sol horizontal élastique, quand, en un 
de ses points pris pour origine, ou applique une traction horizontale 
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dirigée vers les j* négatifs. L'axe des z étant supposé mené vers le haut, 
j’ai reconnu (*) que, si et désigne une certaine ligne, on a alors, saut 
aux distances extrêmement petites de l'origine, 


< J<> ) 


tP.r 

T* 


Telle est la surface dont il s’agit d'étudier principalement les lignes 
de pente. Son caractère distinctif consiste en ce que ses sections, par 
les plans z ~ kx menés suivant l'axe des y et de diverses pentes X, sont, 
en projection horizontale, des cercles concentriques y*) «L 

avant leurs rayons inversement proportionnels à la racine carrée de 
cette pente. Et l’on reconnaît aisément, par le calcul de l'expression 
^ ÿïüüy* î que la pente de la surface, sur les sections dont il s’agit, vaut 
elle-même X, c’est-à-dire le quotient de a* par x i -hy i , quoiqu’elle 
s’v trouve dirigée en sens divers. La section de celle surface par le 
plan jr = odesr5 est l'horizontale 5- o; mais, par le plan y —o 
des zx, c'est l’hyperbole équilatère z.r r «*, asymptote, du coté des x 
positifs, à la partie supérieure de l’axe vertical des s, et, du côté des 
./• négatifs, à sa partie inférieure; de sorte que la surface présente 
suivant cet axe des z un précipice de hauteur infinie, entre un sommet 
z — oc correspondant à une valeur infiniment petite positive s de .r, 
et un fond s =. ■ ■ x correspondant à une valeur infiniment petite 
uégativc — z de ,r . 

En projection horizontale, les lignes de niveau, le long desquelles 
on a z —r une const. ou, d'après ( 3 o), 


<3i) 


,o 


T* 


— une confiante St ni, 


sont, comme on voit, les cercles (,r — /«)*-+• )•* -/«*, tangents a 

l'axe des v et avant leurs centres sur l'axe des ,t\ Or, à 1 origine, ce< 
* *< # 

cercles se trouvent évidemment coupés à angle droit par ceux qui, 
tangents à l’axe des .r, auraient leurs centres sur l’axe des r, ou dont 
l'équation serait 


(3a) 


une confiante •». c. 


.r*-- v* 
y 

« 

Comme deux circonférences, toujours symétriques de part et d’autre de 
la droite de jonction de leurs centres, se croisent sous un même angle 
en leurs deux points communs, celle seconde famille ( 3 a) de cercles 


(«) Hans mon Application fies potentiels à l'étude de l'équilibre et du ntott- 
ec nient des solides élastiques, »*U\, p. 
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ne pourra manquer de couper orlh o^on alan en t , sur tout le plan, la 
première ( 3 i)* Elle constitue donc les projections horizontales des 
lignes de pente de la surface; et ces lignes tombent du sommet 
(^r ■ t s, y :m o, z --oc), asymptotiquement à la section de la surface 
par le plan des zx positifs, pour descendre (en tournant) avec la pente 

calculée plus haut ~—décroissante tant qu'elles s’éloignent de 

Taxe des <5, puis croissante quand elles s’en rapprochent, et venir 
enfin phnger vers le fond (x —■ — s, y ™o, z oc), asymptotiqne- 
ment à la section de la surface par le plan des zx négatifs. 

Evaluons l'écart dl de deux de ces lignes, correspondant à des va¬ 
leurs consécutives c, c 4- de de la constante. Il se mesurera, à partir 
d'un point quelconque (.r, y, z) de la première, le long de la ligne 
de niveau qui y passe et qui se projette en vraie grandeur sur le plan 
des xy; en sorte que les deux projections dx et dy de d 7 , suivant les 
x et les v, seront celles que donnent la différentiation de ( 3 i) quand 
le second membre n’y change pas et celle de ( 3 a) quand c croît de de. 
11 vient ainsi, après multiplications respectives par x* et par y*, 

( j?* —y* ) dx -4- a xy dv rr o, a xy dx --- (y* — x* ) dy -■ ay* de. 

On eu tire 


4 ry*dc __ xv de , ar*f r 1 — x*\de. _ (y*_ — ./•* ) tfr # 

’ r c 1 5 ^ ‘IC 1 * 

et il vient enfin simplemeul, pour dl qui n’est autre chose que 
\ / tix a -rdY t 9 la valeur 


( 13 ) 


dl 


O 4 


~ 1 cfe y de 

vt c 4 ~ c 


On L’aurait eue aussi, plus géométriquement et avec un peu moins de 
calculs, en évaluant d'abord l'écart des deux courbes suivant une pa¬ 
rallèle aux x* par la différentiation de .r*-f*y* %cy sans faire varier 

y ^d’oii dx “ Z dey et puis, eu vraie grandeur, par une projection 

de la droite obtenue dx sur le rayon prolongé du cercle ( 3 ü), ce qui 

réduit le résultat dans le rapport de 1 au cosinus ~ de l’angle de pro- 


jeelion. 

On voit que l’écart ( 33 ) de deux lignes contiguës de plus grande 
pente atteint son maximum (absolu) en meme temps que l’ordonnée y 
de l'une d’elles projetée horizontalement, c’est-à-dire à l’extrémité 
V —ac du diamètre dirigé suivant l'axe des y; et il vaut alors adc. 
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Or, ce qu'il importe surtout de considérer, c'est le rapprochement 
mutuel des deux lignes eu (.r,/), mesuré en quelque sorte par le rap- 

« m *kV “ l “ 

port de ce mavimuiu idc à dl qu'exprime ainsi la fraction • 

M 4 

Il devient infini pour v“O ou en tous les points de 1» section de la 
surface par le plant des zt. Cette section sera donc la courbe asymptote 
de la famille, d'après la notion des courbes asymptotes donnée au ji 0 i 42 * 
( p. 192*)* El, en effet, celle ligne plane de pente se déduit de l'équa¬ 
tion jf-bjr* — 9cy : o, ou ( 3 a), en posant c ~x, conformément à 
la règle donnée au mémen 0 142 * pour obtenir les lignes asymptotes 
d'une famille. Sa partie située du côté des a m positifs, et d'où se déta¬ 
cheront asymptotiquement en tous ses points des lignes de pente or¬ 
dinaires, sera une ligne de faite, et sa partie située du côté des jr né¬ 
gatifs, à laquelle aboutiront asymptotiquement en tous ses points de*» 
lignes de pente ordinaires, constituera une ligne de thalweg. 


182*. — Variations de la déclivité le long des lignes de niveau 

d’une surface. 

Considérons, sur la surface quelconque z - -/(jr, v), deuv lignes de 
niveau voisines, AB, KF, qui, vues en projection sur le plan horizontal 
des jrv, seront respectivement ab y ef\ et appelons 0 leur différence 
constante de niveau dans l’espace ou l’accroissement, que je suppo¬ 
serai positif, de z t entre AB et EF. La pente de la surface en un point 


Fig. 3o. 


r 



quelconque M de la première, dont la projection horizontale est m, sera 
la pente même de l’élément de ligne de plus grande pente projeté en 
m ;a; et elle égalera le rapport de 0 à m jji, c’est-à-dire à la distance 
normale, en »i, des deuv lignes ab, ef. Supposons que cet élément de 
ligne de pente vu en projection horizontale, m;x, ait son rayon de 
courbure R donné en fonction d'une abscisse courbe am - s comptée 
le long de ab t le rayon dont il s’agît étant pris positivement quand le 
centre correspondant C de courbure, intersection des deuv tangente* 
mC, uG à ab et a ef est en avant du point m ou du côté des ares s 
croissants, négativement quand, an contraire, il est en arrière, comme 
dans le cas de la figure. La distance (horizontale) des deuv lignes de 
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niveau, censée mesurée par arc mix ~--s, cl la pente tangy de la sut* 
face eu M, sur la verticale de w, seront aussi» évidemment, certaines 
fonctions de am '. a. 

Proposons-nous de chercher comment varie, le long de la ligne de 
niveau AB, la pente cm déclivité de la surface, tangy, rapport de $ 
à s. 11 faudra, pour cela, exprimer la dérivée en s de tangy ou d «ne 
de ses fonctions assez simple. Et, d’abord, les distances t, telles que 
m jx, de e/et ab, pourront, sauf erreur relative négligeable, s’évaluer 
partout suivant des droites mn, ni' n', ... normales à ab, car un 
écart comme la corde ;x/i entre un arc ni jt et sa tangente mn est 
d'un ordre de petitesse supérieur à celui de l’arc de sorte que la 
corde m\x, à laquelle peut se réduire cet arc, est elle-même réductible 
à mn * De plus, les angles de contingence comme m Gp., dont j appel¬ 
lerai la valeur absolue a, pourront aussi n’ètre pas distingués de 1 angle 
des deux tangentes menées, aux lignes de niveau, aux deux extrémités 
comme m et n des droites correspondantes, vu que, le long de l arc •*.« 
uégligeable en comparaison de m\x, la tangente tourne infiniment 
moins que ne le fait la normale de ni à j*. Or il suit de là que, si 1 on 
donne à am~ s un accroissement mm '■ " ds infiniment petit en com¬ 
paraison de mn, et que, par le point n, on mène une courbe ng paral¬ 
lèle à mm', c'est-à-dire coupant à angle droit les normales nui, tn'n , 
l’accroissement positif ou négatif de e, ni'n' de signe 

évidemment contraire à R, sera exprimé en valeur absolue par le 
petit coté gn' d'un triangle rectangle mixtiligne ayant son angle gnn 
réductible à a; et, les côtés ng, nn\ infiniment petits d’ordres supé- 
périeurs, étant eux-mêmes réductibles à des lignes droites, on aura 
gn' /i" tanga ou sensiblement, en remplaçant ng par mm'— ds et 
lang * par *, ± di ~ » ds . Comme d’ailleurs l’angle de contingence « 
de ni \* est le quotient de s par la valeur absolue rp R du rayon /«C, 

il viendra dz~ — ou envoie log- -g * flinsi qu on le recon¬ 
naît en difi'érenliant le logarithme, — loge, de I inverse de s. Et, poui 
avoir une relation définissant la dérivée cherchée en $ de la pente 

tangy ou d’une de ses fonctions, il suffira de remplacer £ par sa valeur 
1 tang y, ou log ^ par la somme log ^ -î-* log tangy, dont le premiei 
terme, étant constant, a sa dérivée nulle; ce qui donnera 

tangy 


on 


dlog 


ds 


i 

U 


( Jn voit que la pente ou déclivité tangy de la surface augmente le 
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long de Tare AH quand H est positif, tandis qu'elle diminue quand K 
est négatif» Donc, lorsqu'un observateur parcourt une ligne de ni¬ 
veau, la pente de la surface , aux endroits où. il se trouve successi¬ 
vement, est de plus en plus forte quand les lignes de pente qu’il 
croise ont, en projection horizontale , leur centre de courbure de¬ 
vant lui; mais, au contraire, de plus en plus faible, quand ces 
centres de courbure sont derrière lui : et elle devient, par suite , 
maxima ou mini ma. aux points d'inflexion présentés par ces 
lignes, alors quelles ont en projection horizontale un rayon de 
courbure infini, c’est-à-dire, dans l'espace, deux éléments consécu¬ 
tifs suivant un même plan vertical qui est en conséquence leur plan 
oscillateur . 

18a*. — Lignes des déclivités maxima et minima d’une surface; 

leurs propriétés» 

Par raison de continuité, des points d’inflexion pareils, ou avec 
plan osculateur vertical, existeront tout près de ceux-là, sur les 
lignes de pente voisines et à des niveaux infiniment peu différents; de 
sorte que les lieux de ces points seront certaines lignes, où, comme 
on voit, la déclivité de la surface se trouvera, soit plus forte, soit 
moindre, qu’en tous les points voisins situés à même altitude. On peut 
appeler ces lignes, dans le premier cas, lignes des déclivités maxima 
de la surface, et, dans le second cas, lignes des déclivités minima . Il 
est clair que, si l’on suit une ligne de niveau sur une surface continue, 
on croise alternativement une ligne de la première espèce et une ligne 
de la deuxième, savoir, une de la première espèce, quand les lignes 
de plus grande pente rencontrées cessent d’avoir leurs centres de cour¬ 
bure en avant ou d'être concaves vers la région où l’on va, pour de¬ 
venir convexes, et une de la deuxième, quand ces lignes redeviennent 
concaves. 

Les lignes des déclivités maxima ou minima jouissent encore d'une 
autre propriété. La courbure des lignes de plus grande pente, en pro¬ 
jection horizontale, y étant nulle, ou deux éléments consécutifs de 
eelles-c» pouvant y être censés contenus dans un même plan vertical, 
perpendiculaire en conséquence aux deux éléments de lignes de ni¬ 
veau qui les coupent, les deux normales menées à la surface à partir 
des mêmes points d’intersection, perpendiculaires à ces deux éléments 
parallèles de niveau, ne sortent pas du plan vertical en question. 
Ainsi, les deux normales à la surface, en deux points consécutifs d’une 
ligne de plus grande pente dont l’un appartient à une ligne des dé- 
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cliviiés maxima nu minima, peuvent être censées concourir ou se ren¬ 
contrer dans l'espace : ce qui est le caractère distinctif, sur une sur¬ 
face, de fa direction de certaines lignes dites de courbure, partout a» 
nombre de deux et s’y croisant à angle droit, comme on le verra dans la 
XX 6 Leçon. Donc, en tout point d’une ligne des déclivités maæima 
ou minima, les lignes de courbure de la surface sont tangentes t 
tune, à la ligne de pente, et, par suite, l'autre, à la ligne de 
niveau* 

Réciproquement, il suffit que deux normales consécutives à la sur¬ 
face se trouvent contenues dans un même plan vertical, ou qu'une 
ligne de courbure y soit tangente à la ligne de pente, pour que les 
deux éléments de niveau émanant des pieds de ces normales (élé¬ 
ments perpendiculaires au plan vertical considéré) soient parallèles 
et pour que, par suite, la ligne de pente en question, qui les croise à 
angle droit, ait en projection horizontale deux éléments consécutifs 
pareillement orientés, ou sa courbure nulle. Tout point où les lignes 
de courbure sont tangentes à celles de niveau et de pente appar¬ 
tient donc à une ligne des déclivités maxima ou minima . 

Comme exemple, cherchons ces lignes des déclivités maxima ou 
minima dans la surface particulière étudiée tout à l’heure (p, a33*). 
Les lignes de plus grande pente y étant (vues sur le plan des xy) des 
cercles qui tournent tous leur convexité vers l’axe des x, c’est sur cet 
axe même que se font les changements de sens de leur courbure. Donc 
les deux branches, faite et thalweg, de l’hyperbole équilatère suivant 
laquelle la surface est coupée par le plan des zx, y constituent les lignes 
des déclivités maxima ou minima. Les déclivités y deviennent d’ailleurs 
minima et non maxima, sauf sur l’axe des s; car les lignes de niveau, 
suivies en projection horizontale à partir de l’origine, sont des cercles 
tangents à l’axe des y, et un observateur qui les parcourt en s’éloi¬ 
gnant de l’origine a derrière lui, sur cet axe des y , les centres de cour¬ 
bure des cercles de plus grande pente qu’il croise. La pente diminue 
donc à mesure qu’il s’éloigne, et elle devient minima à l’instant où il 
franchit l’axe des x* Elle n’augmenterait que s’il se rapprochait de 
l'origine, où elle deviendrait infinie en même temps que la courbure 
des lignes de pente changerait de sens. Ainsi, sur la surface dont il 
s’agit, la ligne des déclivités maxima se réduit, en projection hori¬ 
zontale, à l’origine et, dans l’espace, à l’axe des s. 


184*. — Leur équation finie. 

L’équation finie des lignes des déclivités maxima ou minima se 
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forme très simplement, quand on donne l'expression z y) de 

l’ordonnée de la surface et, par suite, en x et y, les fleurs do ses 
dérivées partielles premières et secondes />, 7, r , s, l. U suffit d’ev- 
primer i’une ou l'autre des deux principales propriétés caractéris¬ 
tiques de cette ligne, savoir : ï°que la pente \!p l -r- g* de la surface 
ou, plus simplement, son carré p*~h 7 1 , y devient maximum ou mini¬ 
mum lorsqu’on chemine le long d’une ligne de niveau, c’est-à-dire que 
la somme />*-?-7* y a, d’après le principe de Fermât, sa dérivée nulle, 
cette dérivée étant supposée prise en faisant croître x de dx et y de 


— £ dx; 2* que deux éléments consécutifs d’une ligue de plus grande 
pente y affectent en projection horizontale la même direction, ou le 
même coefficient angulaire / rr % ; autrement dit, que la dérivée 


de l’expression J* s’y 


annule le long d’une ligne de pente, alors que, jr 


croissant de dx t y croît de 2 dx. On aura donc respectivement, d'a¬ 
près ces deux caractères, pour équation des lignes dont il s’agit, 



( 7 

\dx p dyj p 


La première ( 33 ), en différentiaot successivement />*, puis 7*, et 
multipliant par -£ 7, donne 



ou bien, par l’introduction des dérivées secondes s t dérivées res¬ 
pectives de p en x et y, et .v, /, dérivées analogues de 7, suivie d'une 
transposition de termes, 

( 37 ) P 7 ( r — O ~ (P *— 7 *) s ‘ 

Telle est l’équation cherchée de la ligne des déclivités maxima 
ou minima. M. de Saint-Venant l’a obtenue de cette manière, 
en 1802. 

Or il est aisé de voir qu’elle revient à la seconde équaliou ( 33 ), ex¬ 
pression de l'autre propriété fondamentale (dont j’ai justement re¬ 
connu ainsi l’existence en 1871)* Il suffit, pour cela, de permuter 
entre elles, dans ( 36 ), les deux dérivées de p en y et de 7 en r, 
égales l’une et l’autre à s. Alors les deux parenthèses de ( 36 ), chan- 
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gées de signes, deviennenl proportionnelle* aux deux dérivées en .r et 
y du rapport —; et cette équation, divisée par />*, est identique à la 
seconde (35). 


i£>*. ■ Application des théories précédentes à la surface terrestre : 

thalwegs, faites, bassins, etc. 

A la surface de la Terre, les goutte* de pluie qui ruissellent sur un 
sol rendu imperméable par une imbibition suffisante s'écartent peu, 
en général, des lignes de plus grande pente, qu'elles suivraient en toute 
rigueur, sous la double action de leur poids et de la résistance de lu 
surface, si, à chaque instant, leur vitesse était maintenue iniiniment 
petite. Aux endroits où ces gouttes se réunissent en grand nombre, 
il existe un cours d'eau, temporaire ou permanent, qui a trouvé tout 
fait ou qui s'est creusé à ta longue un lit assez bas pour n'avoir plus 
d’ordinaire que de faibles pentes et, par suite, pour permettre à l’écou¬ 
lement d'y modérer sa vitesse jusqu’au degré où cesse de se produire 
l’érosion rapide du fond; condition de stabilité (ou,comme on dit,de 
régime) évidemment la première atteinte, mais incompatible avec 
toute déclivité supérieure, pour chaque nature de terrain, à une cer¬ 
taine limite inverse de la profondeur du courant. Une infinité de 
lignes de pente, couvrant toutes ensemble une surface finie appelée 
bassin du cours d’eau, viennent donc, inférieurement, se réunir en un 
faisceau étroit, ou comme en une ligne de plus grande pente unique, 
sur le parcours de laquelle Ja déclivité du soi s'atténue dans un grand 
rapport, et qui jalonne la vallée (fond du bassin) dont il s'agit. 
Cette ligne, à laquelle aboutissent sans cesse, de droite et de gauche, 
les autres lignes de pente du bassin, a reçu le nom de thalweg, mot 
qui signifie, en allemand, chemin de la vallée . 

On voit qu’elle se comportera d'ordinaire, par rapport aux lignes 
de pente voisines, comme une courbe asymptote (p. 191 *), vers la¬ 
quelle convergeront leurs parties inférieures. Et c’est bien le rôle 
que, dans la surface étudiée au n° J81*(p. a3â*), nous avons reconnu 
i» la section faite par le plan des zx négatifs. Toutefois, il pourra ex¬ 
ceptionnellement arriver, même dans une surface ne présentant au¬ 
cune discontinuité de son plan tangent, mais seulement un change¬ 
ment assez rapide de direction de ce plan à la traversée du thalweg, 
que les lignes de pente viennent se joindre à ce dernier langcntieUement 
et non pas seulement asymptotiquement. 

Le long du thalweg, la déclivité de la surface est, on l’a déjà dit, 
en général très faible, bien moindre qu’à pareille altitude sur les bord» 
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de )a vallée» Il s'y produit donc un minimum de cette déclivité, sinon 
sur la ligne même, du moins dans Je voisinage. En d'autres termes, 
un thalweg est assez voisin d'une ligne des déclivités mi ni ma pour 
qu'on puisse, pratiquement, ne pas l'en distinguer. Toutefois, comme 
il affecte d’ordinaire, vu en projection horizontale, une courbure sen¬ 
sible, quoique bien moindre que celle des lignes de pente commen¬ 
çant à se diriger vers lui, ce n'est pas sur son parcours même tV que 
la courbure de ces lignes s'annule et que la déclivité est minimum, 
mais à une faible distance du côté de sa convexité, là où 
les lignes de pente, telles que ab y après avoir, en s’en ap¬ 
prochant jusqu'à un certain point, opposé à sa convexité 
la leur, de a en fc, beaucoup plus forte, vont bientôt, 
pour s’y juxtaposer en ù, adopter sa direction et. par 
conséquent, sa courbure, de sens inverse à ce qu'était 
d'abord la leur. II y a donc sur chacune d'elles un point A m , 
très proche de tt\ où cette courbure des lignes de pente 
change de sens; et le Heu de tous les points analogues est 
la ligne des déclivités minima indiquée. On voit qu’elle 
ne se confondra tout à fait, en projection sur le plan horizontal, avec 
le thalweg tl\ qu’aux points où s'annulera la courbure de celui-ci, 
c’est-à-dire, dans l’espace, à ceux où le thalweg aura son plan oscu- 
lateur vertical, comme il arrivait tout le long du thalweg de la sur¬ 
face étudiée au n° 181* (p. a35*). 

Le contour d’un bassin, c’est-à-dire la courbe qui le sépare des 
bassins adjacents, s’appelle la ligne de jatte du bassin. De part et 
d'autre de cette courbe, les lignes de pente divergent pour se rendre 
dans les deux bassins contigus, du moins quand les limites des bas¬ 
sins sont marquées par des convexités très allongées ayant, comme les 
vallées, beaucoup plus de pente dans les sens transversaux que dans le 
sens longitudinal. Alors les faites deviennent, comme les thalwegs, des 
faisceaux étroits de lignes de pente, mais des faisceaux divergents et 
non plus convergents; car il s'en détache, sur chaque point de leur par¬ 
cours, asymptotiquement ou quelquefois même tangcntiellemenl, deux 
lignes de plus grande pente, une à droite et l'autre à gauche. Et, de 
même aussi que pour les thalwegs, une ligne des déclivités minima se 
trouve tellement près de chaque faîte qu'il est permis, pratiquement , 
de le confondre avec elle. Le raisonnement précédent montre toutefois 
que celle ligne ne coïncide avec le faile qu’aux points où celui-ci a sa 
courbure nulle en projection horizontale; et qu'elle s’en tient, dans les 
autres cas, à une faible distance, du côté de la convexité, c'est-à-dire 
opposé au centre de cette courbure. La surface étudiée au n° 181* avait 
B. — I. Partie complémentaire. if> 


Fig. 3i. 
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pour ligne de faîte sa section par le plan des zjc positifs : aussi cette 
section s’y confondait-elle avec une ligne des déclivités minima. 

Quand plusieurs vallées allongées sont les unes à cêté des autres, le 
sol se trouve diwsé, par des faites et des thalwegs consécutifs, en bandes 
appelées versants. Un versant est donc, du moins dans le cas le plus 
simple, le lieu géométrique des lignes de plus grande pente qui se 
détachent d'un même faite pour aboutir à un même thalweg et qui 
sont, sur toute leur longueur, voisines, chacune, de la suivante. Cest 
ce qui arrive dans la surface, formant un bassin unique à lignes tant 
de niveau que de pente circulaires (en projection horizontale), consi¬ 
dérée au n° 181*, oii les versants sont seulement au nombre de deux, 
séparés par le plan des zæ ; aussi le faîte et le thalweg, contenus dans 
ce plan vertical, sont-ils en quelque sorte opposés l’un à l’autre, au 
lieu d’être, comme le plus ordinairement à la surface du globe, soit 
juxtaposés parallèlement, soit rayonnants autour d’une même verti¬ 
cale en nombre total supérieur à deux. 

Lorsque plusieurs versants se trouvent accolés l’un à l’autre suivant 
des faites et des thalwegs alternatifs, et que l’on suit une même ligne 
de niveau à travers tous ces versants, la déclivité du sol, faible près 
des faites et des thalwegs, passe, comme on a vu, par un minimum 
dans le voisinage de chacun d’eux et devient, par suite, maximum dans 
l’intervalle. Les bords des versants sont donc marqués à fort peu près 
par tout autant de branches de la ligne des déclivités minima, tandis 
qu’une branche de celle des déclivités maxima les longe vers le milieu 
de leur largeur. 

Les deux versants contigus à une même ligne de thalweg composent 
le bassin du cours d’eau correspondant. Enfin, l’ensemble des bassins 
dont les thalwegs se terminent à une même dépression du sol, mérou 
lac (anciens ou actuels), constitue le bassin de cette mer ou de ce 
lac. C’est le lieu de toutes les lignes de pente qui s’y réunissent infé¬ 
rieurement. 

Les points de la surface où le plan tangent est horizontal sont, en 
général, comme on a vu au n* 180* (p. a3i*> : i* des sommets, quand 
l 'altitude z y est maximum, c'est-à-dire quand la surface s’y trouve 
située, tout autour, au-dessous de ce plan tangent; a* des fonds , dans 
le cas contraire où l’altitude est minimum, la surface étant au-dessus 
du plan tangent; 3* enfin, des cols , quand la surface est en partie 
au-dessus de son plan tangent, en partie au-dessous, et que, par suite, 
l’altitude n’est ni un maximum absolu, ni un minimum absolu, mais 
seulement un maximum et un minimum relatifs (p. 178 ). 

Les plus remarquables sont ces derniers points, les cols, où vien- 
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ncnt d’ordinaire» comme on i T a démontré an n n 180* (|>. «3a É >, se 
croiser â angle droit «ne ligne de faite, qui remonte des deux côtév, 
et une ligne de thalweg, qui descend de même des deux côtés, en 
sorte que deux montagnes et deux vallées s y réunissent. Les cols 
constituent ainsi, sur les parties hautes des lignes de séparation des 
bassins, des points d’altitude minimum. Ils sont donc ceux par oû il 
convient de faire passer les chemins qui doivent franchir des chaînes 
de montagnes; d'autant plus que les deux thalwegs qui y aboutissent 
jalonnent déjà, sur les deux flancs, des voies non seulement directes 
mais, en meme temps, de faible pente (sauf à leurs parties supérieures 
où il faut le plus souvent les abandonner) et menées par des points où 
la déclivité du sol est à peu près le moins forte possible, circonstance 
avantageuse à bien des égards. 

Pour les mêmes raisons, on devra, en général, dans le tracé des 
routes et des canaux à travers des pays accidentés, s’écarter le moins 
qu’on pourra des lignes des déclivités minima. Celles qui suivent des 
thalwegs conviendront spécialement pour les routes, comme il vient 
d'être dit, et celles qui suivent des lignes de faîte d'une assez faible 
pente, pour les canaux destinés à l'irrigation des deux versants con¬ 
tigus, du moins dans le cas où celle pente présenterait une régularité 
rendant praticable l’arrosement de deux versants par un seul canal. 



DIX-NEUVIÈME LEÇON. 


COURBURE DES SURFACES. 


Î8t)\ — De» formes qu'affecte, eu général, une surface, aux environs 
d'un de ses points : paraboloïde de contact. 


Toute surface dont la normale change graduellement de direction 
quand son pied s’v déplace dans le voisinage d’un point donné (.r, y* s), 
présente autour de ce point certaines circonstances de forme, dépen¬ 
dant de la rapidité avec laquelle, à partir du même point, la normale 
commence à tourner suivant les divers sens. Ces circonstances de 
forme, ainsi fonction des cosinus directeurs de la normale en (jr, y, z) 
et de leurs dérivées premières en x et y ou, par suite, des dérivées 
tant premières que secondes 
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de l’ordonnée z ~f{x, y) de la surface, constituent la courbure de 
celle-ci pour le point considéré. Elles expriment à fort peu près, sau/ 
dans te cas où cites s'évanouissent par le /ait de V annulation de r t s , t, 
les petits écarts de la surface d’avec son plan tangent aux environs du 
point de contact donné (x, y, z), et, par conséquent, différencient 
entre elles, quant à la forme, les diverses surfaces ou les diverses 
parties d’une même surface. 

Les quantités p, 7 , r, s, t s’évaluant, quand la surface est définie 
par une équation implicite comme F(,r, y, 5 ) -- c, au moyen des dé¬ 
rivées partielles des deux premiers ordres de F, on voit que les cir¬ 
constances dont ii s’agit, caractéristiques des diverses formes de sur¬ 
face, dépendront de ces deux ordres de dérivées, comme nous avons 
vu déjà (p. 220 *) qu’il arrivait aux points singuliers, où s'annulent 
les dérivées premières de F. 

Imaginons, afin de simplifier autant que possible la question, qu'on 
transporte l’origine au point donné ( x , y , j), en prenant pour axes 
des jc et des y deux tangentes rectangulaires delà surface et pour axe 
des 5 la normale, dirigée do telle manière que la coupe de la surface 
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par le plan des sx ait, près de l’origine, des ordonnées z positives. 
Les dérivées de z premières et secondes, />, y, /*, s, t , qu’il y aura à 
considérer, se rapporteront donc à l’origine, et, comme elles y seront 
par hypothèse continues, la fonction z~f(x, y) pourra, dans le 
voisinage, être développée parla formule de Taylor, suivant les puis¬ 
sances premières et secondes de x et y considérés commode petits 
accroissements A, k reçus à partir de cette origine par les deux coor¬ 
données indépendantes : le reste R* sera, eu général (p. i3y* ), incom¬ 
parablement plus faible que les termes du second degré. D’ailleurs, 

la valeur de z à l’origine étant nulle, ainsi que la pente \jp~- h y 4 * par 
rapport au plan des xy, du plan tangent mené à cette origine, le 
terme constant et ceux du premier degré px } qy disparaissent. 


Il vient donc simplement, en réduisant la valeur de s à ses termes de 
l'ordre de petitesse en^ety le moins élevé, qui est ici le deuxième, 


c’est-à-dire en négligeant R** 


<■> 


z — 2 * rs* — *2 jjry-f* ty* ). 


Or cette équation est celle d’un paraboloïde ayant pour axe principal 
l’axe des z. On l’appelle le paraboloïde de contact; et il a, en effet, 
avec la surface proposée, un contact généralement du second ordre, 
puisque la différence existant entre leurs ordonnées z correspon¬ 
dantes est précisément le reste R s , d’un ordre de petitesse en jc cl y 
plus élevé que le second. Ainsi, tonie surface à pentes bien continues 
ressemble, aux environs d'un quelconque de ses points, à un cer¬ 
tain paraboloïde, décrit autour de la normale en ce point comme 
axe, et dont les écarts d'avec la surface sont, dans le voisinage, 
d’un ordre de petitesse supérieur au deuxième . Tout paraboloïde 
décrit à partir de l’origine autour de i'axe des z comme axe principal 
ayant d’ailleurs son équation de la forme (i), où /•, s, t désigneraient 
trois coefficients quelconques, on voit que scs écarts d’avec le para¬ 
boloïde (i) et, par conséquent, d’avec la surface, aux environs de 
l’origine, seront de l’ordre des carrés ou produits de x et de y, pour 
peu que ces coefficients y diffèrent de ce qu’ils sont dans (i). Donc le 
paraboloïde de contact, pour un point donné, se trouve bien unique 
et indépendant, par exemple, des x cl des y' choisis. 

Il est évident, de plus, que, si l’on décrit simultanément, à partir 
du point donné, une quelconque des lignes de la surface qui s \ croi¬ 
sent et celle du paraboloïde qui a même projection sur le plan des xy, 
les trois coordonnées courantes x, y , z de ces deux lignes seront des 
fonctions du temps t identiques pour les deux premières x, y et ne 
différant, pour la troisième z t que par la quantité R*. Les deux lignes 
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auront donc, au point considéré, un contact du second ordre et, par 
conséquent, même cercle oscillateur. Autrement dit, le paraboloïde 
peut être substitue à la surface, dans l'élude de la courbure offerte 
en leur point de contact par les lignes de la surface qui s'y croisent 
et qui ont sur le plan tangent correspondant une projection donnée 
quelconque. 


187*. — Des deux plans normaux principaux d’une surface* et de ses 
deux sections principales, en un quelconque de ses points. 

On sait qu'il est toujours possible de choisir, dans le plan des xy 
et à partir de la mèrne origine, deux nouveaux axes rectangulaires 
des jc et des y par rapport auxquels l’expression homogène et du se¬ 
cond degré /‘vC*-+- 2SJCV ty *, tout en conservant en chaque point du 
plan sa valeur primitive, se trouve débarrassée du rectangle xy des 
variables; c'est le système formé parles axes memes des ellipses 
ou des hyperboles ayant l'équation rvr*4- %sxy -H ^ 4 z=const. Or 
supposons qu’on eut adopté dès l’abord ces axes, qui, faisant dispa¬ 
raître le terme zsxy, rendent évidemment nulle, au point pris pour 
origine, ïa dérivée seconde oblique s de l’ordonnée. L’équation (i) du 
paraboloïde de contact deviendra, en la multipliant par a, 

Cl) 2- ■•= #‘X 4 -+- 0'*» 

et celle de la surface n’en rliiférera que par l'addition, au second 
membre, (lu terme 2 Uj, d’un ordre de petitesse en x et y supérieur au 
second. Comme les coordonnées x et y ne paraissent dans ( 2 ) que 
par leurs carrés, a chaque point (x, y y 5 ) du paraboloïde il en corres¬ 
pond uu second (,r, — y , z) y symétrique par rapport au plan des zæ y 
et un troisième (•— x y y t z) y symétrique par rapport au plan des zy. 
Ainsi, le plan des zx et celui des zy sont des plans de symétrie du 
paraboloïde et le sont par suite, sensiblement, delà surface proposée, 
pour le voisinage de l’origine choisie, en ce sens que (sauf Je cas 
où /*, $, t s'annuleraient à la fois) la surface s’y trouve infiniment moins 
dissymétrique par rapport à ces pians que par rapport à d'autres plans 
normaux quelconques ou menés suivant l’axe des z . Effectivement, 
elle l’est par rapport à ces derniers dès que l'on ne néglige pas tout à 
fait la courbure ou que l’on 11 e réduit pas la surface à son plan tangent. 

Il existe donc, en tout point ordinaire d'une surf ace,deux certains 
plans, normaux à la surface et rectangulaires entre eux, de part 
et d'autre desquels elle peut être censée symétrique dans une éten¬ 
due infiniment petite tout autour . Ces deux plans sont dits les plans 
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principaux de la surface pour le point considéré; les courbes sui¬ 
vant lesquelles ils coupent la surface s'appellent les deux sections 
principales relatives à ce point, et l'on peut, de même, qualifier de 
principales leurs tangentes, prises ici pour axes des x et des y. 

188*. — Propriété caractéristique des sections principales; ombilics. 

* 

Les deux sections principales OA, OB d’une surface OAB, pour un 
point quelconque O, jouissent, en ce point, d’une propriété impor¬ 
tante, à l’exclusion des lignes de la surface qui s'y croiseraient suivant 
d’autres sens. Elle consiste en ce que deux nor¬ 
males consécutives menées à la surface, Vune, ^*8* 3a. 

au point considéré O, Vautre, à Vextrémité £j 

d'un arc infiniment petit OA ou OB des sections 
principales, peuvent être censées se couper, c'est- 
à-dire passent à une distance l’une de Vautre 
infiniment plus faible que n’est l’écart OA ou 
OB de leurs pieds. 

En effet, dans le paraboloïde, où il y a symétrie 

complète de la surface par rapport aux plans zOx 

et zOy, les normales qui ont leurs pieds sur l’un 

d’eux, ne pouvant en sortir d’un côté plutôt que 

de l’autre, s’y trouvent tout entières contenues 
» * 

et, par conséquent, vont y joindre plus ou moins 
loin la première normale 0«, tandis que la dissy¬ 
métrie existant par rapport à tout autre plan 
mené suivant 0* fait pencher, hors de cet autre plan, les normales 
dont les pieds sy trouvent situés, d'angles naturellement comparables 
aux changements mêmes de direction éprouvés par ces normales de¬ 
puis la position Os, ou comparables encore, numériquement, au che¬ 
min parcouru à partir de 0. 

On le voit nettement en faisant passer, par le point (.r, y, j) du 
paraboloïde où l’on mène la seconde normale, l'ellipse ou hyperbole, 
contenue dans cette surface et parallèle aux xy, qui a pour équation 
r.r*4- Jy*=const. La normale au paraboloïde en (j-, y,i), étant 
perpendiculaire à cette courbe, sera contenue dans son plan normal, 
parallèle à 0-5 et qui se projelte sur le plan de la courbe suivant la 
propre normale de celle-ci; en sorte que la distance minirna, àO», de 
la normale menée en (x, y, z) au paraboloïde, distance évidemment 
identique à celle de 0-5 au plan normal dont il s’agit, se trouvera 
mesurée, sur le plan même de la courbe rx* -t-ty*— const*, par la 
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perpendiculaire allant du centre (te celle-ci, situé sur Os t à ta nor¬ 
male émanée de (*r, y, z), Or un sait que, dans l'ellipse ou hyper¬ 
bole /\r a -+- ly*~ const.. la normale menée en {x, y, s) passe à une 
distance du centre comparable au demi-diamètre ÿ' X* -4- y % aboutis¬ 
sant à son pied, à moins que celui-ci ne soit dans la direction d’un 
axe. C’est donc seulement, comme il fallait le démontrer, le long des 
sections principales, que deux normales au paraboloïde se coupent; 
et ces sections ne sont, comme les axes de la courbe rx l *+- ty*~ const., 
qu'au nombre de deux, abstraction faite du cas particulier où la 
courbe r j?* 4- = const. serait un cercle. 

D'ailleurs, quand 01» passe du paraboloïde à la surface proposée, les 
cosinus directeurs de la normale et leurs dérivées premières en x et y 
restent les mêmes à l’origine 0; ce qui implique la conservation de 
l’orientation de cette normale, pour de mêmes petites valeurs quel¬ 
conques de x et de/, à des changements près d’un ordre de petitesse 
supérieur au premier. Par conséquent, dans la surface, les normales 
menées en A et B feront, avec leurs projections respectives AC, BC' 
sur les deux plans sOj:, jO/, des angles infiniment plus petits que 
OCA, OC'B, et elles pourront n’étre pas distinguées de AC, BC', 
alors que, si le plan sOA, par exemple, était un plan normal quel¬ 
conque, l’angle de la normale menée en À à la surface avec sa pro¬ 
jection AC sur ce plan serait comparable à OCA ou, numériquement, 
à OA, et cette normale passerait, par suite, à une distance du point 
C, ou de Oj, du même ordre, et non plus infiniment moindre, 
que OA. 

Ce dernier fait s’exprimera donc en disant que, si, à partir du 
point O, Von décrit sur la surface un chemin infiniment petit dans 
toute autre direction que les deux principales OA, OB ou leurs op¬ 
posées, la normale menée à la surface , à la seconde extrémité de 
ce chemin , n'ira pas rencontrer la normale menée à la première 
extrémité, mais en passera à une distance du même ordre que 
l'écart de leurs pieds respectifs, ou que le chemin parcouru . 

11 n'y aurait exception à cette loi que si, comme il a été dit tout 
à l’heure, Jes courbes rx* ■+- ty*= const. avaient plus de deux axes 
principaux, c’est-à-dire se réduisaient à des cercles. Ce cas se produit 
quand les deux sections principales OA, OB sont égales dans le para¬ 
boloïde, ou, vu les équations (1) et (2), quand on a tout à la fois s=zo 
et r = t au point considéré. Alors le double de l’ordonnée s, exprimé 
sensiblement par r(Æ 2 -h y*), ne varie presque qu’avec la distance 
\Jx*-\-y* de chaque point à l’axe des z, le paraboloïde est de révolu¬ 
tion autour de cet axe, et toutes les sections normales, au point O, 
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c’est-à-dire toutes les coupes de la surface par des plans menés sui¬ 
vant Oz t deviennent des sections principales, du moins quand ce 
point est considéré isolément, sans qu’on ait à y regarder lés sections 
principales comme ayant une orientation limite de celle qu’elles ont 
aux points voisins. Un tel point O est dit un ombilic, conformément à 
la définition donnée plus haut (p. 221*), à propos de certains points 
singuliers coniques. 


189*. — Courbures principales de la surface au point considéré; 
courbure moyenne et courbure essentielle ou permanente. 


Dans la figure précédente (p. 247*)> la normale O z à la surface est 
donc coupée, en deux points G, C', par les droites voisines AC, BC', 
qu’on peut supposer normales à la surface et aussi, par suite, aux 
deux sections principales OA, OB, à des écarts près du second ordre 
quant à la direction ou négligeables comparativement à des angles de 
contingence comme OCA, OC*B. Les plans osculateurs des courbes 
OA, OB étant d’ailleurs xOjc et z Or, Taxe Os est la normale prin¬ 
cipale en O de celles-ci et, par conséquent, les points C, C' sont (à la 
limite) leurs centres respectifs de courbure. On les appelle les deux 
centres principaux de courbure de la surface pour le point consi¬ 


déré O, 

Les deux rayons de courbure correspondants, OC ou AC, et OC' 
ou BC', que nous appellerons respectivement R et IV, sont dits les 
deux rayons de courbure principaux de la 
surface relatifs au point O. On convient de les 
compter positivement quand, sur la normale 
CG', ils sont dirigés, à partir du point O, du 
côté qui fait un angle aigu avec les -3 positifs. 

C’est ce qui arrivait dans la figure précédente 
(p. 247*); et l’on peut toujours admettre que 
Tun des deux ravons soit dans ce cas, si l'on 

V 

dirige convenablement l’axe Os. Ce sera ici 
le premier, R, puisque la section OA a, par 
hypothèse, ses ordonnées s positives et tourne, ÿ 
par conséquent, sa concavité vers les - posi¬ 
tifs. On compterait, au contraire, négative¬ 
ment, un rayon de courbure dirigé, à partir 
du point O, du côté des ordonnées négatives, 

conformément, du reste, à une convention déjà faite dans la théorie de 
la courbure des lignes planes (pp« 66* et 198). C’est ce qui aura 
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lieu pour IV dans ia jîg, 33 (p. 249*)» ou le second centre principal 
de courbure, C', se trouve, non plus du même côté de la normale Os 
que le premier centre C, mais du côté opposé. 

D’après cela, un rayon principal de courbure est positif, quand la 
section correspondante, OA par exemple, tourne sa concavité du cdté 
des s positifs; et il est négatif quand la section correspondante 
tourne, au contraire, sa concavité vers les z négatifs, comme il arrive 
pour OB'. 

On étendra naturellement la même convention à toutes les sections 
normales y ou coupes de la surface par les divers plans menés suivant 
Oa, parfois aussi à toutes les courbes delà surface se croisant en un 
point considéré et dont les ravons de courbure respectifs, dirigés de 
ce point vers les centres correspondants, feront avec l’axe des z des 
angles aigus ou obtus quelconques : le signe positif ou négatif des 
cosinus de ces angles sera celui des rayons de courbure et de leurs 
inverses ou courbures. 

Enfin ces inverses,pour les deux ravons principaux, pris 


avec leurs signes, sont appelés les deux courbures principales de la 
surface au point considéré. Leur moyenne arithmétique, 


égale, d’après le théorème d’Euler (p. 78*), la demi-somme des 
courbures de deux sections normales rectangulaires quelconques faites 
au même point O, et représente, par suite, la moyenne générale des 
courbures de toutes les sections pareilles : elle est donc, comme on a 
vu (p. 76*), la courbure moyenne de la surface au point O. Quant 

à leur moyenne géométrique — « son carré a été appelé simple¬ 

ment, par Gauss, la courbure de la surface au point considéré. La 


première de ces deux quantités, ~ -+* a une très grande im¬ 

portance dans ia théorie physique des phénomènes de capillarité pro¬ 
duits à la surface d’un liquide; car la différence des deux pressions 
existant de part et d’autre de cette surface lui est proportionnelle. La 

deuxième, j joue, de son côté, le rôle principal dans la théorie 


des membranes infiniment minces que l’on déforme par simple flexion, 
c’est-à-dire en les pliant et dépliant sans allonger ni raccourcir au¬ 
cune de leurs fibres ou aucune ligne matérielle tracée sur leurs 
faces; car nous verrons dans la prochaine Leçon, et Gauss a, le pre¬ 
mier, démontré que cette quantité ^7 conserve, en chaque point dé- 
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terminé de la membrane, sa valeur primitive, quels que soient les 
changements de forme produits. C'est pourquoi on pourrait ta dési¬ 
gner par les termes de courbure essentielle ou de courbure perma¬ 
nente de la surface, plus justement peut-être que par le simple mot 
de courbure; car elle s’annule dans toutes les surfaces développables, 
ou susceptibles d’être étalées sur un plan (p. 22$*), auxquelles il est 
cependant difficile de ne pas attribuer quelque courbure lorsqu’elles 
sont effectivement courbes. 


190*. — Détermination de 1a forme d'une surface aux environs d'un 
point, en fonction des deux rayons principaux de courbure relatifs à 
ce point. 


Les deux coefficients /*, t, qui paraissent dans l’équation (2) [p. 2^6*] 
du paraboloïde de contact, s’expriment aisément en fonction de K et de 
IV. Observons, en effet, que R désigne le rayon de courbure, au pointO, 
de la coupe de la surface par le plan des zx, courbe plane dont l’ab¬ 
scisse est x et dont l’ordonnée perpendiculaire s a ses deux dérivées z' 
et z” égales respectivement, en O, à p et r. La première de ces déri¬ 
vées y étant même nulle, la formule usuelle ( 3 ) [p. 196] du rayon de 
courbure d’une courbe plane donne donc simplement, en y remplaçant 

y et y par zéro et par /*, H = -; ce qui revient à prendre r = jj*On 

aurait de même, en considérant la coupe de la surface par le plan des 

zy, tz= jïp} et l’équation (2) du paraboloïde de contact, qui définit 

la forme approchée de la surface aux environs du point considéré O, 
s’écrira 


( 3 ) 


2-3 — 


2* r* 

» % * , 

K “ r IV 


On voit qu’elle ne dépend que de R et IV. Ainsi, d’une part, la forme 
approchée de ta surface, aux environs d’un quelconque de ses 
points, est complètement déterminée par les rayons de courbure R, 
IV, en ce point, de scs deux sections principales correspondantes , 
rayons pris en grandeur et en signe; d'autre part, la manière dont 
cette forme est disposée ou orientée, par rapport au plan tangent 
mené à la surface au même point, dépend de la direction des deux 
sections principales qui ont ces rayons de courbure, c'est-à-dire de 
la position des deux plans normaux principaux . 

11 nous suffira donc de savoir déterminer, en tous les points d’une 
surface donnée s =.f(x t y) t les deux directions principales et les 



SU&PAGRS A COURBURE3 DS SES3 


iSa* 

courbures correspondantes, pour être complètement renseigné sur la 
forme qu elle affecte partout. Mais, auparavant, achevons d'étudier, 
au moyen de l'équation (3), les circonstances que peut présenter or¬ 
dinairement cette forme aux environs du point quelconque choisi pour 
origine, et déduisons-en la courbure qu'y offrent les diverses lignes 
s'y croisant sur la surface. 

4» 

191*. — Surfaces à courbures de même sens et surfaces & courbures 

opposées : indicatrice. 

Dans cette question de la forme qu’affecte une surface aux environs 
d’un point, deux cas généraux peuvent se présenter, suivant que les 
deux, rayons de courbure principaux R, R' sont de même signe, ou 
suivant qu’ils se trouvent, l’un positif, et, l’autre, négatif. 

Supposonsdes d'abord de même signe et, par conséquent, tous 
les deux positifs, puisque le choix convenu du sens des 3 positifs 
nous donne R >o. Alors les sections principales OA, OB (p. 2.47*) 
sont toutes les deux, par rapport au plan tangent xOy, situées du 

côté de Os; et la surface est dite à courbures 7^ de même 

sens. D’après ( 3 ), 5 étant essentiellement positif, ou nul seulement 
pour j? —o et y ~ o, la surface n’a de commun avec son plan tan¬ 
gent xOy que le point de contact, du moins dans le voisinage de 
celui-ci; et l’on dit qu’elle s'y trouve toute concave d'un côté, qui 
est ici celui des z positifs, et toute convexe de l’autre. 

Comme le paraboloïde de contact est elliptique, les sections faites 
dans la surface par des plans 5=:const., parallèles au plan tangent 
en O et très voisins de ce plan, sont sensiblement les ellipses ayant 
pour équation 

a-î y* . 

(1) *+* ip* = la const. 5 î<5 , 

ellipses semblables, pareillement orientées et de grandeur croissante 
avec la distance z de leurs plans au point O. Quant aux courbes tra¬ 
cées sur la surface à partir du point considéré O, et dont la tangente 
eu O est, par conséquent, sur le plan xOy, il est clair qu’elles sont 
toutes concaves, par rapport à Os, du même côté que la surface. 
Nous évaluerons bientôt leur courbure. 

Passons maintenant au second cas (auquel répond la figure de la 
p, 349 *)» où, IV étant négatif, les centres C et C r de courbure des 
deux sections principales OA, OB' sont, sur la normale Oz, de part et 
d'autre du point O. Alors l’une de ces sections, OA, tourne sa con- 
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cavité du côté des z positifs, tandis que l'autre, OB', présente la 
sienne du côté des z négatifs. La surface est dite, pour cette raison, 
rt courbures opposées : elle a, dans le voisinage du point O, une partie, 
contiguë au plan des sx, qui est, par rapport au plan tangent x O y, 
du côté des z positifs, et qu’on peut appeler la partie concave vers 
les z positifs ; le reste, contigu au plan des zy, se trouve compris de 
l’autre côté du plan tangent et constitue la partie convexe vers les s 
positifs. 

Ces deux parties ont pour limite commune l'intersection même de 
la surface par son plan tangent 5 = 0, intersection qu'on obtient en 
posant 3“O dans l’équation ( 3 ) du paraboloïde de contact accrue, à 
son second membre, du terme complémentaire aK,, d’un ordre de pe¬ 
titesse en x et y supérieur au deuxième. Il vient ainsi, sensiblement , 


( 5 ) 


jr* y * 

a "r=Tô = 


ou 




y 


relation qui représente deux droites passant par le point 0 et également 
inclinées de part et d’autre de Oi*, ou dont les quatre angles ont pour 
bissectrices les tangentes Ox , 0 / aux deux sections principales. 
Donc, la surface est coupée par son plan tangent suivant deux 
courbes, qui ont pour tangentes, au point de contact 0 , les deux 
droites ( 5 ), également inclinées de part et d'autre des tangentes 
principales O-r, O y : ces deux courbes divisent la surface , autour 
du point considéré 0 , en quatre régions alternativement concaves 
et convexes vers les z positifs . 

Le paraboloïde de contact, 2: = “ - esl ^P^oUque et 

a la forme d’un col ou du dessus d’une selle de cheval. Les sections 
planes faites dans la surface, soit du côté des z positifs, soit du côté 
des z négatifs, parallèlement au plan tangent xQ y, et à une très 
petite distance rfc z de ce plan, sont, près du point O, les hyperboles 


( 6 ) 


x t yt 

H l-H') 


laconst. a- positive ou négative. 


Ces courbes ont toutes, en projection sur le plan tangent .rüy, les 
mêmes asymptotes, que représente précisément I équation ( 5 ), ou 
auxquelles les hyperboles ( 6 ) se réduisent quand z s’annule, \tissi, 
les deux droites ( 5 ), orientées suivant les intersections de la surface 
par son plan langent, définissent-elles, à partir du point de contact 
considéré O, ce qu’on appelle les deux directions asymptotiques 
relatives à ce point. 
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Des courbes quelconques tracées sur la surface et émanant du point O 
tourneront évidemment leur concavité du même côté de Taxe des z 
que ta partie de la surface où on les mènera. 

(lue la surface soit à courbures de même sens ou à courbures op¬ 
posées, on appelle indicatrice la courbe de dimensions finies obtenue, 
sur le plan langent xüy, en prenant égale à r ta valeur absolue de la 
constante 23 dans les équations (4) ou (6) des sections infiniment 
petites parallèles au plan tangent. Celle courbe indique en effet la 
forme des sections dont il s'agit et, par suite, celle de la surface. On 
voit qu'elle a pour équation, en appelant X, Y ses coordonnées cou¬ 
rantes, 

\* Y* 

71 

Elle se réduit donc â une simple ellipse quand les deux courbures 
principales sont de même sens, parce qu'il ne correspond alors aucun 
point (X, Y) réel à la valeur —ï du second membre. Mais elle se 
compose de deux hyperboles conjuguées , ayant leurs asymptotes sui¬ 
vant les directions asymptotiques de la surface, quand les courbures 
sont opposées, vu que l’hyperbole obtenue en prenant-h ï comme se¬ 
cond membre exprime la forme des sections faites du côté du plan 
tangent où les 3 sont positifs et que l'autre hyperbole, ayant —1 au 
second membre, représente de même les sections faites du côté des z 
négatifs. 


192*. — Courbure des lignes tracées sur une surface : théorèmes 

d’Euler et de Heusnier. 

Occupons-nous enfin delà courbure que présente, au point O, une 
ligne quelconque OM tracée, en passant par ce point, sur la surface, 
ou, avec la même projection en xOv, sur le paraboloïde ( 3 ) [p. soi*]; 
ce qui, comme on a vu (p. a 4 <î*), lui laisse en O sa tangente OT, sa 
normale principale Oc, et, sur celle-ci, son centre e, de coiirbure. La 
tangente en question OT sera définie par l'angle « qu’elle fera avec 
la tangente principale Ox; et, dans le plan ;Of ( perpendiculaire à 
OT, la normale principale Oc, sera elle-même définie par son angle V 
avec la normale O- à la surface. 

Cela posé, si l’on mène du point M(x, v f 5) de la courbe la per¬ 
pendiculaire MP sur sa tangente OT, et la projection M'P de celle 
perpendiculaire sur une parallèle aux 5, l’angle MTM ne différera 
qu’infiniment peu de V, ou de l'angle formé par PM' avec la projec¬ 
tion de PM sur le plan osculateur TOc, ; car l’écart MP de la courbe 
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d’avec la tangente est du second ordre de petitesse, c’est-à-dire coin» 

— a 

parable à OP , et contient une infinité de fois son écart d’avec le plan 
oscillateur, mesuré par la droite joignant le point M à sa projection sur 
TOc, et dont le rapport à MP vaut le sinus de la différence des deux 


Fis. 3'|. 


f r\„ 

i ^ r » 


■h 




i 


angles M'PM et V. Comme d’ailleurs PM' égale soit -f-s, soit — 5, 
suivant que l’angle M'PM est aigu ou obtus, on aura z — (PM) cosV, 
à des infiniment petits près d’un ordre supérieur au second, ou, par 
suite, d’après ( 3 ) [p. a 5 i*], 


( 8 ) 



2 cosV \ U H'/' 


sauf encore erreur du même ordre, abstraction faite du cas où cos V 
serait infiniment petit, c’est-à-dire où le plan TOc, deviendrait tan¬ 
gent en O à la surface. Ce cas excepté, la valeur (8) de PM pourra 
évidemment être prise, encore avec une erreur d’un ordre supérieur 
au second, pour la projection de PM sur le plan osculateur TOc,, ou, 
autrement dit, pour l’ordonnée, que j’appellerai y u de la projection 
de OM sur ce plan, courbe ayant même centre c, de courbure que 
OM, et dont l’abscisse correspondante, que je désignerai par a*,, 
serait OP. D’ailleurs, les projections (OP)cosx, (OP)sinx, de OP 
sur Ox et O/, sont les deux coordonnées du point P ou, à des erreurs 
relatives près négligeables, les deux premières æ, y de M; d’où 
résultent les deux valeurs infiniment approchées x = x t cos a. 
y — jr t sinot, de x et de en fonction de l’abscisse ,r,, à substituer 
dans (8). Et celle-ci (8) donne alors, comme expression de l’ordonnée 
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a5f>* 


y t d’une courbe plane ayant, en O, un contact de second ordre avec 
OM, 


( 0 > 


( / cos* v sin*â\a , 'î 

ri “ cosV \ K + “K 7 / V 


La dérivée première de y t en se trouve donc nulle à l'origine O, 
et U résulte de la valeur constante de sa dérivée seconde, en appelant 
pi le rayon de courbure OC|, que la courbure cherchée en ce point, 
exprimée par cette dérivée seconde, est 


, . ii /eos*a sln 5 ot\ 

(,0> j t = ssv ("r~ + ir/ - 

Appelons p le rayon Oc de courbure de la section normale corres¬ 
pondante, qui serait menée suivant .sOT ou pour laquelle on aurait 
V = soit zéro, soit r. t suivant le signe positif ou négatif de la paren¬ 
thèse de (9). Alors cette formule, en y attribuant à s, puis à p|, le 
signe même de z ou de cos Y, comme il a été convenu (p. a 5 o*), 
permettra d’abord de poser 
. . r cos® x sin*s 

<"> p“~i t-tt 

et deviendra ensuite 


(»a) ?, — p cosV, 

pourvu que l’on prenne cosV en valeur absolue ou qu’on appelle 
maintenant V l’angle toujours aigu cOc t . 

Or les deux, formules (11) et (12) comportent un sens géométrique 
très simple. 

Pour interpréter la première, menons le demi-diamètre OTde l’indi¬ 
catrice EF tangent en O à la section normale considérée. Les coordon¬ 
nées du point T seront X — (OT)coss, Y— (OT) sinst, et ces valeurs 
portées dans l’équation (“) de l'indicatrice conduiront à une valeur de 
l’inverse de OT*qui, comparée à celle, (11), de l’inverse de s, don¬ 
nera p — rtOT , Donc, le rayon de courbure de toute section nor¬ 
male égale, en valeur absolue, le carré du demi-diamètre suivant 
lequel cette section coupe l’indicatrice. D'où il suit qu’il varie symé¬ 
triquement de part et d’autre des sections principales; qu'il devient 
maximum ou minimum sur celles-ci ; que, suivant les directions asym¬ 
ptotiques, il est infini ou implique une courbure nulle des sections 
normales; etc, : circonstances remarquées en premier Heu par Euler. 
On en déduit aussi, vu la constance de la somme ou de la différence 
des carrés des inverses de deux demi-diamètres rectangulaires d'une 
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ellipse ou d'une hyperbole, un autre théorème d’Kuler, démontré 
plus haut (p. 78*). II s’obtient, du reste, de suite, en observant que 

ta formule (11), appliquée à la courbure, de la section normale per- 

r 

pendiculaire à la proposée, ou pour laquelle a devient *-+--> donne 

1 sin*z eo$*« 

(i3) p 7 ~ ~"R ‘ ¥T* 

et, par suite, en ajoutant (i 3 ) à (11), 


(il) 



Quant à la formule (la), elle exprime que Oc, ou p, est la projec¬ 
tion de Oc ou p sous l’angle V, c'est-à-dire que la droite ce, est per¬ 
pendiculaire à l’arête Oc, de l’angle dièdre droit cOc,T et, par suite, 
à la face c,OT de cet angle dièdre. Donc le centre c, de courbure, 
pour le point quelconque O de toute courbe OM située sur la sur¬ 
face et tangente en ce point à une section normale donnée, est la 
projection, sur son plan osculateur c,OT, du centre c de courbure 
de cette section normale. Autrement dit, si l'on conçoit la sphère dé¬ 
crite autour du centre c de la section normale et tangente en O à la 
surface, son intersection par le plan osculateur de la courbe donnée 
sera le cercle même de courbure de cette courbe, vu que ce cercle 
aura évidemment pour centre la projection c, du centre c de la sphère. 

Tel est, sous diverses formes, le théorème, dû au géomètre français 
Meusnier, qui permet d’obtenir la courbure d'une ligne quelconque 
d'une surface, sauf parfois dans le cas, restant à examiner, où l’angle 
V est droit, c'est-à-dire où la courbe proposée a précisément pour plan 


osculateur en 0 le plan tangent à la surface. 

Jetons enfin un coup d’œil sur ce cas exceptionnel. Si l’on remet, 
au lieu de V, dans le troisième membre de (8), l'angle M'PM, dont 
le cosinus tendra vers db cos V ou zéro, ce troisième membre sera encore 
la partie principale de l’écart PM de la courbe OM considérée d avec 
sa tangente OT, pourvu que le facteur binôme entre parenthèses n’y 
passe pas à un ordre de petitesse supérieur au second ; et la présence 
du dénominateur cosM'PM y abaissera, au-dessous de ce second ordre 
en je et v, ou en .r,, la valeur de PM ou celle de y*, ; ce qui rendra 
infinie la courbure de OM en O, Or elle est aussi infinie quand le bi¬ 


nôme entre parenthèses devient d’un ordre supérieur au second par le 
fait de l'annulation séparée de chacun de ses termes; car lare OM, 
alors réduit au point isolé 0(æ — o, y — o), peut être censé v tourner 
infiniment vite sur lui-mème. Pt il est clair, d ailleurs, que la seule 


II. — I. Partie complémentaire. 


n 
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manière, à part la précédente, d élever l'ordre de petitesse du même 
binôme, consiste dans la neutralisation mutuelle de ses termes en x* 
et y\ impliquant la tangence de OM, en O, à une des deux directions 
asymptotiques, sur lesquelles p devient infini. Donc le mon de cour¬ 
bure cherché a, s’annule, et la formule (ia) de Meusnier, donnant 
p! = j}Xe = o, reste applicable (comme l’aurait fait inférer la raison 
de continuité à partir des valeurs de cosV voisines de zéro), pourvu 
que la tangente OT ne coïncide pas avec une direction asymptotique 
en O: cas tout spécial où la limite cherchée du produit pcosV, affec¬ 
tant la forme indéterminée oc x o, ne peut être obtenue que par la 
mise en compte des termes du troisième ordre de petitesse compris 
dans Kj. C'est ce qui arrive, par exemple, pour la courbe d’intersection 
de la surface par son plan tangent, où la formule ( 5 ) nous a montré 
que la suppression de H, réduit les deux valeurs d ey à leur partie du 
premier degré en x et fait ainsi substituer aux deux branches de cette 
ligne leurs simples tangentes. 


193*. — Formule générale de cette courbure. 


La relation (io) se démontre encore par une voie analytique très 
simple et sous une forme plus générale n’impliquant pas le choix de 
la direction du plan tangent pour celle des xy. Si l’on conçoit que 
l’arc de la courbe proposée soit la variable indépendante relative à 
cette courbe, les trois cosinus directeurs de sa normale principale Oc t 


égaleront respectivement, d’après les expressions (20) de la page 210*, 
z\ tandis que ceux de la normale Oc à la surface sont, 


vu les formules (24) de la page 208, 


( — /*! — 7i 0 


Donc le cosinus 


^pS q*~ f-1 

de l’angle V de ces directions, somme des trois produits deux à deux 


des précédents, vaudra £ 


if 


px 


JJ fl. 


\/i 


; et l’on aura, par suite, 


(« 5 ) 


1 

fi 




cosV 


■ px' — qÿ 


Or, en observant que les trois fonctions x , y, z de Varc vérifient con¬ 
stamment l’équation 5 — f{x, y)~o de la surface, et que les déri¬ 
vées partielles des deux premiers ordres de/(.r, y) sont />, 7, /•, .r, t , 
il est aisé d’éliminer de l’expression z" — px* — qf les dérivées se¬ 
condes (le x, y , 5, pour substituer, à la place, les dérivées premières 
,r', y', cosinus directeurs donnes des angles que fait avec les x et les y 
la tangente à la courbe. Il vient, en effet, au moyen d une pre- 
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mière différentiation de js ~~ f(x t y) = o par rapport à Tare, 
— px '— qy f ~o\ et une seconde différentiation donne ensuite 

i j*—px“— qy~p'ct'~- q'y' 

f —(rx'-*~ $y') x'~+-(sx'- f- ty')y = a Sx'/'-*- /p' 1 , 

La formule (i 5 ) devient donc celle qu’il s'agissait d'obtenir : 


06 ) 


1 __ 1 r r'* -f- a s x' y -r- ty* 

pl COsV /l çr* 


Il suffît, pour en déduire la précédente (10), dont nous nous sommes 
servi, d'adopter les deux tangentes principales au point considéré 
pour axes des x et desy>, ce qui permet de poser, tout à la fois, 

/>~o, q — o, ^ — o, r — *'=cosa, /=sinx. 


19i*. — Calcul des directions et courbures principales, de la courbure 
moyenne et de la courbure permanente, pour les divers points d’une 
surface. 


Voyons enfin comment, pour un point quelconque (x, y, .s) de la 
surface proposée qu’exprime en coordonnées rectangles l’équation 
z y), on déterminera les deux directions principales, les 

rayons correspondants principaux H, Ii' de courbure, et les deux di¬ 
rections asymptotiques. 

Une direction quelconque sur la surface sera définie par le coeffi¬ 
cient angulaire y' de sa projection sur le plan des xv, plan oit les x, 
par exemple, seront pris comme abscisses et les y comme ordonnées. 
Si donc on appelle dx, dy, dz les trois projections, suivant les axes, 
d’un chemin infiniment petit ou élément rectiligne décrit sur la sur¬ 
face à partir de (.r, y, z), son orientation sera fixée au moyen du 
rapport y de dy à dx, et l'on aura d'abord dy ~~ v r dx, puis 
dz — pdx -h qdy — (p 4- qy') dx, vu que z =/( x , r) ; et. de même, 
les variations dp, dq des dérivées premières p, q, le long de l'élément 
rectiligne, seront 

dp = r d.r -r- s dy = ( r -f- sy')dx, dq — sdr ~-tdÿ = (s ~~ ty r ) dx. 


L’élément rectiligne dont il s'agit se trouvera situé suivant une di¬ 
rection principale, à la condition nécessaire et suffisante (p. 
que les deux normales, à la surface, menées à ses deux extrémités 
a) et (x -r- dx, y -h dy, z 4- dz), se rencontrent, du moins 
à des infiniment petits du deuxième ordre près, c’est-à-dire à la con¬ 
dition de modifier convenablement, de quantités de cet ordre au plus, 
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l'orientation de la seconde. Or les équations de la première de ces 
deux normales sont (p. s 58 ) 


(17 ) jpj — x p{z% — æ) = o, —*) = o; 

et l’on en déduit celles delà seconde en y faisant croître x, y, z t />, 7 
de leurs différentielles respectives le long de l’élément ; ce qui donne 

Tj — x — dx~~(p~^ dp)(z x — z — dx)~ o, 

1 f y\—y — dy + (q +-dq){z x —z — dz) — o. 

Devant prendre ensemble ces quatre équations (17), (18) après avoir, 
au besoin, fait subir dans les deux dernières à dp et dq des altéra» 
lions du second ordre, et devant exprimer qu’un même système de 
valeurs de æ u y lt s x les vérifie, nous pouvons remplacer les dernières 
(18), censées modifiées comme il est dit, par leurs excédents respec¬ 
tifs sur les deux premières, (17). 11 vient ainsi, à des infiniment petits 
près du second ordre, 

— dx —p dz *4- (zi — z ) dp « o, —• dy — q dz h- ( z t — z ) dq — o, 

ou, par la substitution à dy , dz, dp y dq de leurs valeurs ci-dessus, 
suivie d'une division finale par dx et de la suppression des termes qui 
disparaissent à la limite, 

£ — t — p{p + <lÿ) + {*\ — c)(r~*/)=:o, 

J * j — / — q(p-*rqÿ)~{zi — z){* ■+■ tf) = o. 


On a donc bien les quatre équations (19) et (17) pour déterminer les 
inconnues en même nombre y f , z u æ u y it dont la première définit la 
direction principale demandée et dont les trois autres seront les coor¬ 
données du point limite de rencontre des deux normales, c'est-à-dire 
du centre principal correspondant de courbure. Les deux dernières, 
(19), suffiront pour évaluer^'et la projection s t — s f sur l'axe des 5, 
du rayon principal de courbure cherché, que j'appellerai ici R, pro¬ 
jection d'où l'on déduira le rayon R lui-même en observant que, 
dirigé suhant la normale, il fait avec les z positifs l'angle ayant pour 

=* Après que z x — z sera connu, on aura donc R 


cosinus 


vT 


par la formule 
Ûo) 


R = 5), 


si l'on convient, comme il a été fait plus haut (p. a 5 o # ), d'attribuer à 
R le signe même de sa projection s,— z, c’est-à-dire de prendre le 
rayon de courbure R positif ou négatif suivant qu'il est porté sur la 



ET COURBURE PERMANENTE, AVE DIVERS POINTE D?UNB 80 RP ACE, a6l+ 

normale à la surface, à partir de (x, y> a), du côté qui fait avec une 
parallèle à la partie positive de Taxe des z un angle aigu, ou suivant 
qu’il l’est du côté opposé. 

Nous aurons d’abord l’équation propre à donner y' f en éliminant 
s,— z entre les deux relations (19); ce qui se fera, par exemple, en 
égalant les deux valeurs qu’on en tire pour s t — z. Il vient ainsi, après 
l’évanouissement des dénominateurs et la réduction des termes sem¬ 
blables, 

, j [il + qi) 9 - pqi]/* 

21 { -r [(! — 4-1/>?/•-* (14- /»*)$] =0. 

Cette équation est du second degré, comme on pouvait le prévoir, 
puisqu'on savait qu’elle devait donner deux directions principales 
distinctes ou avoir deux racines. La perpendicularité de ces directions 
se reconnaît aisément quand le plan des xy adopté est parallèle au 
plan tangent en (x, y, z) et que, par suite, la projection sur le plan 
des xy ne détruit pas la perpendicularité des deux droites ayant 
les coefficients angulaires y'. Alors, en effet, on a p = o, <7 = 0, et le 
rapport des deux coefficients extrêmes dans (ai), produit de ces deux 
racines ou coefficients angulaires, vaut — 1 ; de sorte que les deux 
valeurs dey* sont bien les tangentes d’angles complémentaires et ad¬ 
jacents, ou situés, par rapport à une parallèle aux x positifs émanée 
de leur sommet, l'un d’un côté et l’autre de l’autre. 

Quand l’équation (ai) aura fait connaître la valeur de y' définissant 
une direction principale, l’une des relations (19) donneras,— z et 
alors la valeur R du rayon principal correspondant de courbure ré¬ 
sultera de (ao). Mais on peut aussi former directement l’équation qui 
a pour racines les deux valeurs de R, en éliminant y\ entre les deux 
relations (19), de la même manière qu’on en a éliminé s, — s; et il 
vient 

I (rf— **)(*, —*)* 

( 12) * 

{ — [(l-h 7 *)r — %pqs -+• (l •+*/>*)<](-! •3)H-(ï •+-/»*-+- <7 S ) = O. 

Remplaçons, dans celle-ci, s, —s par sa valeur tirée de (ao), et di¬ 
visons par (i 4-/>* -4- 7*)R% afin d’obtenir une équation dont les ra¬ 
cines soient les courbures principales ou les inverses des rayons R. 
Nous aurons, en changeant l’ordre des termes, 


<*3) 


î (i-t-çr*)r— ipqs -h (1 -t-/î*)/ r 


rt 


R 4 


R ' <i-i-p 4 -hçr 4 ) 4 


o. 


(i4-p*-+* q*) s 

Le coefficient, changé de signe, du second terme de celle-ci, est la 
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If 

somme tics deux racines, qui sont* avec nos notations, jp; et le 

coefficient du troisième terme en est le produit* L’équation (» 3 ) re¬ 
vient donc à prendre pour le double de la courbure moyenne et pour 
la courbure permanente de la surface, les expressions 

, , \ I (i-f • q*)r-îpqs-^ (i~*r p*)t i _ rt — s* 

^H + K- ’ ER' 

11 est aisé de voir que la première de ces deux expressions, réduite 
de moitié, équivaut à celle, ( 3 ?), de la page 77*, que nous avons 
trouvée au n" 61 * en interprétant géométriquement les paramètres 
différentiels de certaines fonctions. Celle-ci, en effet, doublée, n’élait 
autre que 

±_ p _^ A y . 

dx ^/i -4- pi -1- q % *ly i -T- p'* -f- q 4 * 

et il aurait suffi d’y effectuer les deux différentiations en x et ^ indi¬ 
quées, puis de réduire, pour avoir identiquement le second membre 
de la première (24). 


193*. — Caractères analytiques et détermination des ombilics 

d'une surface. 


Nous avons vu (p. 2^9*) qu’on appelle ombilics les points (jr, y, 3) 
d’une surface où le paraboloïde de contact est de révolution, et que 
ces points sont parfaitement caractérisés par l’existence d’une infinité 
de sections, en émanant, le long desquelles une normale à la surface, 
dans le voisinage de celle qui est menée par le point y, 3), va 
passer à une distance de celle-ci infiniment moindre que l’écart mu¬ 
tuel de leurs pieds* Autrement dit, les racines de l’équation (21) y 
sont au nombre de plus de deux, et, par suite, le premier membre de 
cette équation d» second degré s'y réduit à zéro, quel que soit y ou 
v a ses trois coefficients nuis. Or l’annulation de ces trois coefficients 
revient à poser la double égalité 


(*>) 


r 


1 -/>* 


s 

Ai 


qu’on peut écrire encore 


(26) 


~ o. 


// 


dy y/j .+- 7 dx 
comme le montre le calcul développé, dans celles-ci, des deux dérivées 
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qui y figurent, suivi de la multiplication des résultats par la puissance 
| de i -h p*-{- q*. 

Les deux égalités ($ 5 ) constituent des conditions non seulement 
nécessaires, mais, de plus, suffisantes, pour qu'un point de la surface 
soit un ombilic; car, dés qu’elles sont vérifiées, les équations (19) se 
trouvent, quel que soit y\ effectivement compatibles, et donnent à 
5 t *“5 une valeur constante, inverse des trois rapports égaux. (20). 
Toutes les sections normales menées en {x, y, z) ont donc leurs 
cercles oscuiateurs égaux, formant ensemble une sphère oscitlairice 
à la surface; ce qui indique bien que cette dernière est sensiblement 


de révolution dans le voisinage du point considéré (x, y, s). 

Les ombilics font partie des lignes des déclivités maxirna ou mi- 
nima; car, les normales à la surface dans une étendue infiniment pe¬ 
tite tout autour aboutissant au centre de la sphère osculatrice (à des 
écarts près du second ordre de petitesse), le plan vertical de Tune 
d’elles, menée à partir de l’ombilic, peut être censé en contenir une 
seconde, issue de l’extrémité de l'élément de ligne de pente émané 


aussi de l’ombilic; ce que nous savons (p. $ 38 *) caractériser parfaite¬ 
ment les lignes des déclivités maxima ou minima. Aussi la double 
proportion ( 2 . 5 ) entraîne-t-elle la vérification de l'équation (37) 
[p. 239*] des lignes dont il s’agit, et qui consiste dans l'égalité du 
second rapport (au) à celui qu’on forme en retranchant respective¬ 
ment des termes du premier ceux du troisième, 11 suit de là, et de la 
propriété de maximum ou minimum qui nous a servi à définir ces 
lignes (p. 237*), que la déclivité tangy de la surface a sa différen¬ 
tielle, le long d'une ligne de niveau z — const., nulle à partir de tout 
ombilic; ce qui revient à y écrire rfv r=o ou encore <icosy — o, quami 
z ne varie pas. Et comme la direction de la verticale pourrait être 
aussi bien prise pour celle ou des x, ou des r, que pour celle des z 
on aura plus généralement, à tout ombilic, en appelant cos a, cosp, 
cosy les cosinus directeurs de la normale, les trois égalités 


(a6 bis) d{ cos a, cos cosy) = o (pour r, ou y, ou z constant), 


dont les deux premières sont évidemment identiques à (26) ou, par 
suite, équivalentes à (2.1). 

Les deux équations (20) ne contiennent que deux inconnues dis¬ 
tinctes, savoir, les coordonnées indépendantes j*, >*, dont les dérivées 
pi q> r,s, 1 de 5= /(vC, y) son ides fonctions données : il arrivera donc 
fréquemment qu’elles admettront un certain nombre de solutions ; et 
alors la surface possédera tout autant d’ombilics. Quelquefois, la 
forme de la fonction f(x,y) sera telle, qu'il suffira de vérifier une des 
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deux équations (2«>) pour que l’autre soit satisfaite d’ellc-même ; et, 
alors, une seule relation entre # et y exprimera l'existence d’un om¬ 
bilic. Il y aura donc sur la surface toute une ligne d'ombilics : on 
l’appelle ligne ombilicale ou encore ligne des courbures sphériques 
de la surface, pour rappeler que celle-ci y comporte en tous les 
points une sphère osculatrice. 

Enfin ta sphère est la seule surface dont l’ordonnée z vérifie idenli 
quemeut les deux équations (20) ou dont tous les points soient des 
ombilics, comme Monge l’a reconnu le premier. On le voit de suite 
en observant que les trois relations (26 bis ), alors satisfaites sur 
toute l’étendue de la surface, astreignent cos a, cos JJ, cosy à être trois 
certaines fonctions de la seule coordonnée correspondante a*, ou y , 
ou z. Si l’on appelle X, Y, Z ces trois fonctions, la relation concer¬ 
nant la somme des carrés des trois cosinus donnera, comme équation 
de la surface, X*-h Y 2 -h Z a = 1. Or on sait (p. 09*) que les dérivées 
en .a*, y, z du premier membre de celle-ci, savoir aXX', 2YY', aZZ', 
sont proportionnelles aux cosinus directeurs, X, Y, Z, de la normale; 
ce qui donne X' — Y'rrrZ'. Et comme X' ne peut pas plus dépendre 
de v et z, que Y' de 5 et x, ou que Z' de a? et y t leur valeur commune 

sera une même constante, d’où, en désignant par À, B, G d’autres 

constantes, X— V — Enfin, iequation 

X*-f- Y*h- Zr— 1 deviendra bien celle d’une sphère, 

(x — A) 5 hk (y — B)*h~ <- — C;* = R*. 

Un exemple simple de l’emploi des relations (ao) consiste à cher¬ 
cher les ombilics d’un ellipsoïde dont les trois demi-axes a, b , c, ran¬ 
gés par ordre de grandeur décroissante, sont pris pour axes respectifs 
des coordonnées y> z. Mais il est encore plus simple d’y observer 
que toutes les sections de cette surface du second degré, grandes ou pe¬ 
tites, parallèles à un même plan tangent, sont des coniques semblables; 
en sorte que, dans le cas d’un plan tangent mené à un ombilic, elles se 
réduisent à des cercles, comme l'indicatrice correspondante image des 
sections infiniment petites. Ces sections constituent donc un des deux 
systèmes des plans cycliques de l'ellipsoïde. Ainsi, la surface admet 
quatre ombilics, situés aux extrémités des deux diamètres conju¬ 
gués aux plans cycliques, diamètres ayant, comme on sait, leurs 
quatre angles bissectés par les deux axes extrêmes 2a, 2c de l’el¬ 
lipsoïde. 
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a65* 


!96*. — Calcul dos directions asymptotiques pour les divers points 

d'une surface. 


Cherchons enfin, pour chaque point (x,y, 5) de la surface que 
définit, eu coordonnées rectilignes quelconques, une équation de 
la forme z ~f(x, y), les directions asymptotiques, suivant les¬ 
quelles la surface est coupée par son plan tangent. Appelons x u 
y i} S\ les coordonnées d’un point de la surface voisin de (x, -s), 

et nous aurons, par la formule de Taylor appliquée à la fonction 

si=/(^ji)=/t j -h (*r~~ *)> y+iri—yïï* 


i ^1 

(«:) j 


x) -hc/(y x — y) 

J [r (jtj — xf-*~ — x){y\-~y) -f* t\y 1 —y’)*] —. •. - 


Ce point devant, ici, vérifier en outre 1 équation du plan tangent 


08 ; zi—* ~ p{*\— 2 ) - q(yt-y )i 

la différence des deux relations (27), (28) donnera, en x t et y t , l’équa¬ 
tion de la projection, sur les xy, de l’intersection de la surface et 

du plan : 

O9) l [r(T l — x)*~^2s(x l --x)(yt—y)-+-t(y l —y ) i ]~-... — o. 

Admettons actuellement que le point 5 i) soit infiniment 

proche de ( x , y> z) y ou réduisons Tare de courbe qui joint ces deux, 
points à un simple élément rectiligne, dont les projections (rectan¬ 
gulaires ou obliques) sur les axes, x t — ^»yt — y> z \ — seront de 
simples différentielles dx , dy , dz des coordonnées le long de cet arc. 
La relation (29) divisée par {dx % deviendra, en appelant encore y' 
le rapport de dy à dx qui définit la direction suivie, et en supprimant 
les termes qui s’évanouissent, 


( 3 o) r-4-2 */—*/*= o. 

Telle est l’équation du second degré dont les deux racines sont les 
coefficients angulaires des deux directions asj'mptotiques, pour le point 
{x y y t s), projetées sur le plan des xy. Ces racines ne sont réelles 
qu’autant que Ion a s* — rt >o, comme on pouvait le prévoir, du 
moins dans le cas d’axes rectangles, en observant que l'expression 
(24) [p. 262*] du produit des deux courbures principales est, alors 
et seulement alors, négative, comme il le faut pour que la surface ait 
ses deux courbures de sens opposés et coupe son plan tangent. 
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LIGNES DE COURBURE ET LIGNES ASYMPTOTIQUES. SYSTÈMES TRIPLES 
ORTHOGONAUX DE SURFACES ET TRANSFORMATIONS PAU RAYONS 
VECTEURS RÉCIPROQUES. NOTIONS SUR LA DÉFORMATION DES 
SURFACES ET SUR LES SURFACES APPLICABLES LIGNES CÉODÉ- 
SIQUES, 


H . 


197*. — Des lignes de courbure, dans une surface quelconque. 

Prenons sur une surface un point quelconque O, et menons à partir 
de ce point, sur des longueurs infiniment petites, les deux sections 
principales OA, OB qui lui sont relatives. Puis, à partir des points A 
et B, menons de même, sur des longueurs infiniment petites encore, 
les sections principales AA', BB' f relatives respectivement aux points 

A, B, et dont les directions diffèrent infini- 
Fie. 3 j. ment peu, par raison de continuité, de celles 

o de OA et de OB. À partir des nouvelles ex- 

/T r——— - trémités obtenues A', B', tirons encore, sur 

( '7 ~——— r _des longueurs infiniment petites, les sections 

pH—i-_ — ’ . . # principales A'A', B'B f , relatives aux points 

B —}—-L_ _ _ À', B' et qui font, avec les prolongements 

_ __ n de AA' et de BB', des angles infiniment pc- 

! D " tits. En continuant de même, nous tracerons 

c c' c' cr évidemment sur la surface, à la limite, 

deux certaines courbes, OAA'A"A w ... et 
OBB^^B'’..., se croisant à angle droit au point O. Gomme d’ail¬ 
leurs la propriété caractéristique des sections principales consiste en 
ce que les normales à la surface, issues de deux consécutifs de leurs 
points, passent à une distance minirna Tune de l’autre infiniment 
plus faible que l’écart de leurs pieds, les deux courbes OA.V... et 
OBB # ... seront telles, que les normales menées à la surface en leurs 
divers points pourront être censées se couper successivement, ou for¬ 
meront une surface développable (p, «24*). 

Plus exactement, chacune d’elles s’écartera, de quantités d’un ordre 
de petitesse supérieur au premier, du plan mené par son pied suivant 


c‘ <: 
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la précédente; et Ions les éléments rectilignes (du premier ordre de 
petitesse) joignant un point quelconque de celle-ci aux. points de 
l’autre voisins, ou appartenant à ta surface lieu de la série considérée 
de normales, feront par suite des angles infiniment petits avec ce 
même plan, dès lors aussi peu différent que Ton voudra, pour la 
direction, du plan tangent à la surface en un point quelconque de la 
génératrice rectiligne suivant laquelle on l’aura mené. Donc le plan 
qui passe par une quelconque des normales données et par le pied 
d'une autre voisine devient, à la limite, tangent tout le long de la 


première de ces droites à la normalie (ou lieu d'une suite de nor¬ 
males) dont U s’agit; et comme, en menant à côté un second plan, 
tangent aussi tout le long de la génératrice contiguë, puis à la suite 
un troisième, etc., chacun de ces plans sera (p. 22.3*) coupé par le 
suivant infiniment près de ses points de contact avec la normalie même, 
celle-ci ne différera pas de ce qu’est, à la limite, le lieu des intersections 
successives des plans ainsi obtenus, ou se composera de bandes planes 
infiniment longues et étroites juxtaposées, pouvant évidemment s'éta¬ 
ler sans déchirure sur un seul plan par des rotations opérées autour 
de leurs droites de jonction. Elle sera donc bien une surface dévelop¬ 
pable, comme celle dont il a été parlé plus haut (à la page 22.4* citée). 

Enfin, la même construction étant possible où que soit pris le point 
O, il passe par tous les points de la surface deux courbes analogues à 


OA" et OB'". 

Ces courbes,..., AC, A'C', À*C ff ,... et, BD, B'D\ ... ,ont 
été appelées par Monge, qui les a découvertes, les lignes de courbure 
delà surface. 11 est clair qu’elles constituent sur celle-ci une double 
famille de lignes orthogonales , c'est-à-dire sc croisant partout à angle 
droit, le long desquelles les normales à la surface se joignent successi¬ 
vement* On voit qu’elles découpent la surfaceen rectangles infiniment 
petits et que leurs tangentes en chaque point font connaître les di¬ 
rections des deux sections principales qu’on y mènerait. 

Cette double famille de courbes est évidemment déterminée sur la 
surface z =/(.*, y), dès que l'on connaît leurs projections sur le plan 
des xy ou leur équation finie en x et y. Or le coefficient angulaire y' 
qui fixe leur direction s’y trouve directement donné, en chaque 
point par la relation (2*) [p. 261*] de la dernière Leçon. 

Cette relation est ainsi Véquation différentielle des lignes de cour¬ 
bure projetées sur le plan des .ry, et, définissant de proche en proche 
leur direction, elle permet de les obtenir à partir d un point de départ 
choisi à volonté, de même que l’équation différentielle des lignes de 
pente nous a servi (p* 231*) à trouver leur équation finie. 



HOMES UE COURBURE ET tlQWB» 

Dans certains cas simples, des considérations directes permettent 
de construire sans calcul les lignes de courbure. Quand il s’agit, par 
exemple, d'une surface de révolution, que nous supposerons, pour 
fixer les idées, décrite autour de Taxe des 3 par une courbe donnée 
dans le plan des zx> les diverses positions de cette courbe, dites les 
courbes méridiennes on les méridiens de la surface, composent une 
des deux familles de lignes de courbure : en effet, par raison de symé¬ 
trie, les normales à la surface menées aux divers points de Tune d’elles 
ne sortent pas de son plan et s y coupent ainsi successivement. D'un 
autre côté, les cercles décrits autour de l’axe des z par les divers 
points de la courbe génératrice, cercles appelés les parallèles de la 
surface, constituent la seconde famille des lignes de courbure; car, le 
long de l’un deux, les normales à la surface ne sont autre chose que 
les positions successives d une meme normale à la courbe génératrice 

et aboutissent toutes au point fixe oii cette normale rencontre l'axe 
des z. 

Si nous prenons comme exemple le tore, ou anneau engendré par 
une circonférence qui tourne autour d’une droite de son plan ne la 
ienoontrant pas, les deux familles de lignes de courbure seront 
donc des cercles, L un des deux rayons de courbure principaux en 
chaque point s’y confondra avec le rayon constant du cercle méridien, 
c'est-à-dire de la ligne même correspondante de courbure. Quant à 
l'autre, il sera le segment de normale compris depuis le point donné 
du tore jusqu à laxe des « j et il différera, par conséquent, du rayon 
du parallèle correspondant ou de la seconde ligne de courbure, ravon 
allant perpendiculairement sur Taxe de révolution ou des 3 à partir 
du point donné. 

Cet exemple montre qu’il faut, en général, se garder de confondre 
ensemble les deux cercles osculateurs de la ligne de courbure et de 
la section principale qui lui est tangente; mais on déduira l’un de 
l'autre par le théorème de Meusnier (p. 307*), quand l'angle du plan 

osculateur de la ligne de courbure avec la normale à la surface sera 
connu. 

198*. — Des lignes asymptotiques, dans les surfaces à courbures 

opposées. 

Lorsqu'une surface est à courbures opposées, on peut, en opérant 
comme tout à l’heure pour les lignes de courbure, la parcourir de 
proche en proche, à partir d’un point quelconque, dans des directions 
qui coïncident en chaque endroit avec les directions asymptotiques, 
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c’est-à-dire avec celles suivant lesquelles fa surface est coupée par le 
plan tangent mené au même endroit. Les courbes ainsi décrites sont 
appelées les lignes asymptotiques de la surface. D’après ce qui a été 
dit dans la Leçon précédente (p. 253 * et a 65 *) sur les directions 
asymptotiques, il passe deux de ces lignes par chaque point de la sur¬ 
face, et les quatre angles qu’elles y forment sont bissectés par les 
lignes de courbure $’y croisant. 

Les lignes asymptotiques ont pour plans osculateurs les plans tan¬ 
gents mêmes de la surface. Celle-ci, en effet, aux environs de son point 
de contact avec un de ses plans tangents, s’écarte, par raison de con¬ 
tinuité, infiniment moins vite de ce plan, quand on s’v éloigne du 
point de contact tangentiellement à la ligne commune à la surface et 
au plan, que lorsqu’on s'en éloigne suivant une direction quelconque. 
Donc les petits écarts de la ligne asymptotique d’avec le plan tangent 
sont d’un ordre de petitesse supérieur au second, ou incomparable¬ 
ment plus faibles que ceux que présentent les courbes de la surface, 
simplement tangentes au plan, menées dans d’autres directions; et 
l’on sait que le seul plan avec lequel une courbe donnée présente 
des écarts d’un ordre de petitesse plus élevé que le deuxième, est 
le plan osculateur de cette courbe. Or il suit de là, sU’on consi¬ 
dère la courbure des lignes asymptotiques, que ces lignes entrent dans 
le cas d'exception (p. 258 *) où le théorème de Meusnier devient il¬ 
lusoire. 

La relation ( 3 o) [p. * 63 *] de la dernière Leçon est évidemment 
l’équation différentielle des lignes asymptotiques, ou plutôt de leur 
projection sur le plan des æy, projection dont cette relation donne le 
coefficient angulaire y 1 en fonction des coordonnées x, y de chaque 
point; et, déterminant de proche en proche la direction de ces lignes, 
elle permettra de les obtenir, de même que l’équation (21) fera con¬ 
naître les lignes de courbure. Mais on peut quelquefois, par des con¬ 
sidérations plus directes, se rendre très simplement compte de leur 
forme générale. 

Par exemple, à la surface d’un tore dont la circonférence généra¬ 
trice a son centre à une distance donnée a de l'axe de révolution, les 
deux rayons de courbure principaux, sur tout parallèle d'un rayon t. 
moindre que u, ou en tout point situé à cette distance t de l'axe, sont 
de sens opposés, et menés, suivant la normale au cercle méridien 
correspondant, l'un, R, de ce point nu centre du cercle, l’autre, — IV, 
du même point à l'ave île révolution ou des et ces deux rayons 
sont entre eux comme leurs projections respectives a — v et v sur le 
plan des J'y» D'après la formule ( 5 ) [p. 253 * J de la dernière Leçon, 
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{a tangente de l'angle fait sur la surface en ce point, avec le méridien, 

par les deux lignes asymptotiques, sera^/^~ ~ ^fZ 7 v > d'où r &' 

suite pour le sinus du même angle, ou pour le cosinus de l'angle com¬ 
plémentaire sous lequel les lignes asymptotiques coupent les paral¬ 
lèles, la valeur \/z * Ce dernier angle, mil sur les deux parallèles de 

rayon «, cercles de contact des deux plans tangents perpendiculaires 
à Taxe de révolution, croit donc graduellement jusqu’à une certaine 
limite à mesure que la ligne asymptotique considérée, d’abord tan¬ 
gente à l'un de ces parallèles, s'en éloigne en se rapprochant de l’axe, 
pour décroître de nouveau quand, après la traversée du parallèle de 
rayon minimum (dit cercle de gorge), elle s’écarte de l’axe en se rap¬ 
prochant de l'autre cercle de contact; et ainsi de suite. Les lignes 
asymptotiques oscillent ainsi d’un cercle de contact à l'autre et cou¬ 
vrent la portion du tore comprise, du côté de l'axe, entre ces deux 
cercles, qui sont leur enveloppe commune sur la surface. 

199*. — Théorème de Ch. Dupin, sur les lignes de courbure d’un système 

triple orthogonal de surfaces. 

Un théorème aussi simple que remarquable, découvert au commen¬ 
cement de ce siècle par le géomètre français Charles Dupin, fait con¬ 
naître immédiatement les lignes de courbure de toute surface appar¬ 
tenant à un système triple orthogonal , c’est-à-dire à trois familles 
associées de telle manière qu’il passe, par chacun de leurs points, une 
surface de chacune d’elles, et que ces trois surfaces y aient leurs plans 
tangents mutuellement rectangulaires. Il s’énonce en disantquc toute 
surface de iune quelconque des trois familles est coupée par les 
surfaces des deux autres familles suivant ses propres lignes de cour¬ 
bure . 

Pour le démontrer, rapportons les surfaces à un système d'axes 
rectangles des x , y, s , et soient respectivement ? = const., jconst., 
pi= const. les équations des trois familles, p, p s , o 2 désignant ainsi, 
tout à la fois, trois fonctions données de x, y , j et les paramétres 
caractéristiques des trois familles* Xous admettrons que, par chaque 
point (x, y, 5) de l’espace ou, tout au moins, d’une certaine étendue 
à trois dimensions, il passe une surface de chaque famille que, pour 
abréger, nous appellerons la surface p, ou la surface pj, ou la surface 
p a . Xous savons (p. 09*) que les cosinus directeurs de la normale à 
la première seront les quotients, par le paramétre différentiel A,p, des 
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trois dérivées partielles en .r, v, z de la fonction p, et que, de même, 
ceux des normales aux deux, autres seront les rapports à A,p, et à A,;;* 
des dérivées partielles premières de p t et de p»* La condition de per¬ 
pendicularité des dcu\ surfaces p t> p», exprimant Légalité à zéro du 
cosinus de l’angle des deux normales correspondantes (somme des trois 
produits de leurs cosinus directeurs respectifs) sera donc, vu les va¬ 
leurs généralement finies des paramètres différentiels A t p if A ,p t , 

... ffei £> . <î?± éîi + ïh. éî = o: 

^ d:r dx dy dy dz dz 


et elle devra, comme les deux conditions analogues concernant les 
normales aux surfaces p„ p et aux surfaces p, p„ être vérifiée identi¬ 
quement, c’est-à-dire pour tous les systèmes possibles des valeurs de 
x, y, z qui correspondent à des points voisins du proposé. On peut 
donc la différenlier, par exemple, en jr, à cause de la continuité de 
variation que présenteront, d’un point à l'autre, les cosinus directeurs 
des normales, les paramètres A t de p, pj, p* et, par suite, les dérivées 
premières de ces trois fonctions p, p,, p*. Il viendra 


ta) 


in dp» rf i p < dpi d*p» 

dx dx ' 1 ' dx dx 1 dy dxdy 

^ dpi d*p» 
dz dz dx 


dpi d 1 pi 
dy dxdy 

dpi d i p i 
dz dz dx 


et des relations analogues à celle-là s'obtiendront en différenliant de 
même en y et z les deux autres conditions de perpendicularité. 

Or admettons qu'on veuille considérer les sections principales des 
surfaces p, p t , p # en un point particulier quelconque M de l'espace; 
et, les formules précédentes subsistant quelle que soit l'orientation des 
axes coordonnés, choisissons, pour ceux-ci, 
les trois normales correspondantes Mi 1 , M/, 

Ms» qui sont les intersections, respective¬ 
ment perpendiculaires aux surfaces p, p,, ?*» 
des plans tangents aux surfaces p, et p„ p, et 
p, p etp l? cl qui, par conséquent, ne diffèrent 
pas des tangentes aux trois courbes respec¬ 
tives MA, MB, MC suivant lesquelles sc cou¬ 
pent deux à deux ccs trois surfaces. La fonc¬ 
tion p, constante sur toute l’étendue de la 
première surface BC, aura pour dérivées 
premières, en M, d'une part, son paramètre différentiel A^o, dans le 
sens normal M>, cl, d'autre part, zéro dans les sens tangentiels M y et 


Fig. 30. 
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M;, O» aura donc, en M, 


/ <h , ch 

L dx x ’ d{y, z) 

- et, de môme, 

l do, rfs, 

\ dy ~ l/l ’ <f(3, x)'" 0 ' 


-■= A, o, 




d(x,/> 


Grâce à ces valeurs des dérivées premières, la formule (a), et les 
deux, autres analogues oit p, et p, p et p, remplacent p, et p t , devien¬ 
nent, pour le point M, si on les divise respectivement par les produits 
(A,p t )(A|p) et (AjpXA.pt) différents, en général, de 


zéro, 


! l _ d- 0 

1 A, p| dzd 

I l d*? 


d 2 o, 1 d*p s 

dzdx ~ A, pj t/xdp 

d 1 04 1 d* 5 


, ? t a* 1 tf»? __ 

^ j A, p| Aip dy dz °' 

f I d*p I d 1 5 j 

f r 7 — h 1- *7 - -r—i ~ °* 

A| p dy dz Aj p| ete dx 

Ces trois relations, ajoutées, montrent que la somme des trois termes 

—~ zr~'r * t--— 7—-y~~ÿ- «gale zéro; et si, de celte somme 

A,p Ai pt dzdx A t p t dxdy 

nulle, on retranche successivement les premiers membres de (4), on 
verra que, A t (p, p,, p s ) n'étant pas infinis, ces équations ( 4 ) revien¬ 
nent à poser 


(au point M) ” °» 


d 2 p, 

r~n = °> 


dz dx 


d*?* 
dx d y 


— o. 


Or celles-ci expriment justement que M/ et M;, Ms et Mx, Mjt 
et \ï y sont les tangentes principales, en M, des surfaces p, p,, p*. En 
effet, la première relation ( 5 ),par exemple, signifîeque, dans les sens 

respectifs de M/ et de Ms, les deux dérivées premières % et | ont, 

en M, leurs propres dérivées égales à zéro. Donc ces deux dérivées pre¬ 
mières, nulles en M, ne varient dans le voisinage, le long de M/ ou 
de Ms, que d'infiniment petits d’un ordre supérieur au premier, et, 

par conséquent, les cosinus directeurs des normales 

à la surface p sont de cet ordre supérieur de petitesse en deux points 
pris, à une distance du premier ordre de M, dans les plans respectifs 
æ \Iy, xMz ou, l’un, sur My, l’autre, sur M 3, à des écarts près du se¬ 
cond ordre. C’est bien dire qu'il suffirait de changements de direction 
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négligeables à côté des angles de contingence, pour que ces deux nor¬ 
males devinssent respectivement perpendiculaires à Ms ou à Mj, et 
fussent contenues dans le plan xMy ou jcMs mené par leur pied sui¬ 
vant la première normale Mjc- Le théorème est donc démontré. 

200*. — Toute surface, mais non tonte famille de surfaces, fait partie 

d’an système triple orthogonal. 

On déduit de là qu’une famille quelconque donnée p = const. de 
surfaces n’est pas propre à faire partie d'un système triple orthogonal. 
Comme, sur toute surface qui coupera cette famille à angle droit, les 
lignes perpendiculaires aux intersections seront évidemment normales 
à la famille et appartiendront ainsi à la catégorie des courbes de l’es¬ 
pace menées orihogonalement, en parlant de points quelconques, 
à travers toutes les surfaces p = const., il est clair que des sur¬ 
faces p| = const., p, = const. rectangulaires à celles-ci p = const. et 
entre elles ne pourront manquer, lorsque elles existeront, de se com¬ 
poser de pareilles trajectoires orthogonales à la famille proposée, 
obtenues, de proche en proche, en marchant normalement à toutes 
les surfaces p = const. que Jon traverse, ou de manière que les 
différentielles dx y dy t ch des coordonnées y soient partout propor- 

tionnelles à -5-» -—-> ~r- ♦ Il faudra donc, pour construire les surfaces 
dx dy dz 

p, = const., p a const., associer ensemble celles d’entre ces trajec¬ 
toires orthogonales à la famille p = const. qui partiront des divers 
points d’une même ligne de courbure d’une première surface consi¬ 
dérée p = const. Or, en général, il est infiniment peu probable que 
deux surfaces p t = const., p* = const. ainsi obtenues, ou se coupant 
à angle droit au point de départ de leur intersection, continuent, 
d’elles-mêmes, à se couper aussi à angle droit tout le long de cette 
ligne. Donc ta famille proposée p = const. devra satisfaire à une cer¬ 
taine condition, ou la fonction p de æ, y , s présenter dans sa forme 
quelque chose de particulier, pour qu'on puisse lui associer deux 
autres familles p t = const., p* = const. la coupant et se coupant mu¬ 
tuellement à angle droit (*). 


(«) M. Ossian Monnet a démontre que la condition dont H s'agit revient à une 
certaine équation, fort compliquée, entre les dérivées partielles tics trois pre¬ 
miers ordres de la fonction p. 

Voici une manière simple, remarquée par M. li. Par baux, de le reconnaître. 
Imaginons d'abord que l'on forme, en fonction «les dérivée* premières et seconde* 
de les expressions des cosinus directeurs, que j’appellerai K, L, M. des lignes de 

U, — I. Partie complementaire. «s 


TOUTE ÎXRV.\ÇK V.MT 



Mais, si Ion donnait seulement une surface, dont j'appellerai î 

les coordonnées courantes el/(Ç, tj, Ç) =:o l'équation, il suffirait de 
lui associer, d'abord, les surfaces parallèles, lieux des extrémités 
{.r, y y z) de ses normales supposées menées, sur l’un ou l'autre de 
ses eûtes, d’une même longueur arbitraire /, et puis les deux familles 
de surfaces développables formées par celles d’entre ces normales qui 
ont leurs pieds le long des lignes de courbure de la proposée, pour 
avoir un système triple orthogonal comprenant celle-ci. En effet, les 
coordonnées, x t y f ss y de l’extrémité de la normale de longueur / 
menée en (;, r„ ï) à la surface /($, r n 0 = 0, seront exprimées en 
fonction explicite de 0 T .» s, ai cos a, cos£, cos y désignent les trois 

T df 

cosinus directeurs r - ? - r ■ de cette normale, par les trois for¬ 


mules 


< 6 } x — \ -l cos *. y —r,-~l cos , 3 , z = Ç --1 cos y : 


1 


courbure tracées sur les surfaces p = const. ; cosinus évidemment proportionnels, 
d’après ce qu’on a vu p. 209*, à t, y’ et p + qy', y' étant donné, en fonction 
de />, q , r, «, t et, par suite, des dérivées premières et secondes de p, par l'équa¬ 
tion (21) de la p. afit\ Si les familles p, = const., p,= const. existent, les cosinus 


directeurs de leurs normales, proportionnels aux dérivées , ne seront 

d(x,y t z) 

autres, d’après le théorème de Ch. Dupin, que K, L, M ; et, par conséquent, en 
appelant 9 l’une quelconque des deux fonctions p,, p„ ses trois dérivées en x, y, 
z égaleront les produits respectifs vK, vL, vil de K, L, M par un certain facteur 


commun variable v. Or il suit de là que les expressions et —: V A 1 

Us cly dx 

d.u K rf.vK . </.vL . .. ... 

et et sont respectivement égalés deux à deux, comme repré¬ 

sentant sous des formes différentes les dérivées secondes obliques de 9 en t' et z. 
z et X, x et y; et que l’on a, par conséquent, 



(Lu M 
dy 


'l M 


d.u\{ 

~dx~ 


dz J + dy ~ <fx~) = ° 


ou bien, en développant les dérivées de produits, puis réduisant et divisant parv. 



«),«(*- 
dz / \dy 


d L, 

ai I = "• 


C’est l’équation cherchée, où la différentiation de K, L, M introduira linéairement 
les dérivées troisièmes de 0. 

Elle garderait évidemment la même forme, si K, L, M désignaient non pas les 
cosinus directeurs des tangentes principales aux surfaces ? const., mais seule¬ 
ment trois expressions proportionnelles à ces cosinus (comme, par exemple, 1, 
y' et p + qy')\ car les rapports, à ces expressions, des trois dérivées de 9 en x. 
y , Zj seraient encore un même facteur v. 




1 
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et l'élimination de$, r„ Centre celles-ci et l'équation /($, r„ — o 
donnera l’équation de la famille des surfaces dites parallèles à la 
proposée. Or il est aisé de voir que ces surfaces auront leurs normales 
communes. Car, en faisant, sur l’une d’elles, varier x, y, z des ac¬ 
croissements dx, dy , dz que provoquent trois changements élémen¬ 
taires cfe, dr ti dX de r,, £, il résultera, des formules (6), 

(y) dx = -f* Idcost, dy = dv t -rldcosfi, dz = d\-~- /rfcosy, 

et, par suite, vu la relation cos*« -f* cos*{3 -4- cos 4 -; = 1 qu’on peut dif¬ 
férentiel 

(8) cosv.clr-r~cos dy-r-cos*( ,dz = cos x,dt-h cos Jiï.^/7,-h cos 

égalité dont les deux membres expriment les projections, sur la nor¬ 
male /définie par les cosinus directeurs cos a, cosp, cosy, des deux élé¬ 
ments rectilignes issus respectivement de ses deux extrémités et qui 
ont pour projections sur les axes, l’un, dx, dy , dz, l’autre, d\, dr t , dÇ. 
Le second membre, projection d’un élément perpendiculaire à la 
droite /, étant nul, il en est de même du premier; ce qui implique 
bien la normalité de cette droite l aux éléments rectilignes contigus 
situés sur le lieu des points {oc,y, z) et, par suite, à ce lieu lui-même. 
Toutes les surfaces déduites de la proposée/(!, r t , Ç) =: o en donnant 
successivement à l une infinité de valeurs, ont donc normales com¬ 
munes, et sont coupées à angle droit par les deux familles de norma- 
lies développables, déjà rectangulaires entre elles, que forment en¬ 
semble ces droites. 

20 i*. — Toute surface appartient même à une infinité de systèmes 
triples orthogonaux; transformations stéréographiques ou par rayons 
vecteurs réciproques. 

Une certaine manière, dite transformation par rayons vecteurs 
réciproques, de déduire d’une figure d’autres figures qui lui corres¬ 
pondent point par point, permet même, après ce qui précède, de 
construire une infinité de systèmes triples orthogonaux comprenant 
une surface quelconque/(£, r ( , X)~o. La transformation dont il s'agit 
consiste à tirer, d’un point fixe donné que nous supposerons pris pour 
origine, des droites r , dîtes rayons vecteurs, aboutissant aux divers 
points (.r, y, 5) de la figure proposée, et à transporter ces points, le 
long de leurs rayons vecteurs respectifs (prolongés s’il le faut), à des 
distances du point fixe inversement proportionnelles à ces rayons 
mêmes, ou qui égalent les quotients, par /*, d’un carré constant arbi- 
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traire A*. Les points (jp,/, s), ayant ainsi acquis par leur déplace¬ 
ment des rayons vecteurs, /•', réciproques des premiers /•, et des coor¬ 
données que j'appellerai x\y\z\ formeront une nouvelle figure, dite 
la transformée de la première par rayons vecteurs réciproques. Cha¬ 
cune des deux sera évidemment la transformée de l'autre et aura ses 
parties éloignées en correspondance avec les parties de l'autre conti¬ 
guës à l'origine; de sorte que la transformation dont il s’agit ampli¬ 
fiera sans mesure les régions de l'espace avoisinant cette origine, mais 
rapetissera de même sans mesure les régions fort éloignées. 

L'identité de direction de r' et de /*, impliquant l’égalité de leurs 

ts directeurs et > donne la suite de rapports 

■ ; et, si l'on observe que — égale soit ou 


cosinus 


euaux 


z. 

Y 


r 
r 1 
r 


/-t f'î jj's 

....-, soit — ou -- - -> on aura, pour passer de x t y, z 

æ* A:* A ' 1 r * 

à x', y 1 y ~ ou vice versa, les six formules de transformation 

. . , ,, k*(T. V, 3 Ï . . A*(V. Y\ Z* ) 

( 9 > » * ) ~ ‘^5 ’ x't—ÿt—. fï 


Les trois dernières (9) montrent, par exemple, que toute sphère, re¬ 
présentée par une équation de la forme (x — a) s 4 - (j — (3)*-l- (5— if— K s 
ou 

(10) (jr*-y 1 +5 î )—ï(ar-r $y 47;)- une const.c, 


Ne transforme en une surface ayant pour équation, après qu’on a mul¬ 
tiplié par x'*- 4 -/'* H- 5 #t et transposé certains termes, 

(11) - $y— Y- ) ~ AL 

On voit que cette surface est une autre sphère, se réduisant même à 
un plan quand c = o, c'est-à-dire quand la proposée (io) passe par 
l’origine et a ainsi des parties, transportées à l’infini ou agrandies in¬ 
finiment par la transformation, qui ne peuvent plus appartenir à une 
sphère d’un rayon limité. 

A l'inverse, tout plan donné, que représentera l’équation (ri) en 
posant c = o et attribuant à a, ( 3 , 7 des valeurs convenables, se plie 
dans la transformation, autour de sa normale abaissée de l’origine, en 
une sphère (10), et vient finalement se fermer à cette origine. 

Par suite, tout cercle ou toute droite, étant l’intersection de deux 
sphères ou de deux plans, devient, dans la même transformation par 
rayons vecteurs réciproques, l’intersection des deux sphères trans¬ 
formées (de rayons finis ou infinis), et se change ainsi en une droite 


f 


Ê 


r \ 


ii 


I 

l 

! 

t 
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ou un cercle suivant que la ligne proposée passe ou non par l'origine. 
Cherchons encore dans quel rapport est modifiée par la transfor¬ 
mation la distance 5 de deux: points, dont les deux rayons vecteurs, 
faisant un angle donné V, s'appelleront r, t avant la transformation 
et /■', t' après. Si o' désigne leur nouvelle distance, les deux triangles 
dont les côtés sont /*> v, o et /*', v', o' donneront 

5*= /•*-+- v s — artcosV, o' s « r' s ~ v'*-—arVcosV; 


et, en remplaçant / ', d par leurs valeurs — > 


—, puis X 4 par / /■' iv'> 



Il vient donc 
(la) 


X* __ aX^cos V _ £ v ^ _ rV t 
t î r t, r 2 !,* ri- 



/*' t' 


/* v 


et le rapport de la nouvelle distance des deux points à leur distance 
primitive est moyen proportionnel entre les deux rapports respec¬ 
tifs de leurs nouveaux rayons vecteurs aux anciens . 

II suit de là que tous les points d’une même région de l'espace infi¬ 
niment petite suivant les divers sens (relativement à sa distance à l’ori¬ 
gine), ou qui ont leurs rayons vecteurs altérés par la transformation 
dans un rapport à fort peu près le même, auront aussi leurs distances 
mutuelles changées dans ce rapport constant et, par conséquent, for¬ 
meront, joints trois par trois, des triangles dont la forme se conser¬ 
vera. Donc tous ces points garderont leurs distances angulaires, prises 
de quelques-uns d'entre eux choisis à volonté comme centres : ceux 
qui, par exemple, seront à un angle droit de distance d’un autre ne 
cesseront pas de l’être ; d’où il résulte qu’un plan, lieu des directions 
perpendiculaires, à partir d’un centre donné sur sa superficie, à une 
même droite, conservera sa natureou sa forme; que 1 angle rectiligne 
d’un dièdre ne perdra pas ce rôle ou restera normal à l'arète ; etc. Par 
suite, les parties planes des petites figures, leurs angles dièdres, etc., 
garderont leur configuration. En particulier, l’angle de deux courbes 
quelconques issues d’un même point égalera celui sous lequel se coupe¬ 
ront les transformées de ces courbes. Mais, comme, dans un polyèdre 
infiniment petit, une arête située, par rapport à l'origine, au delà 
d’une face, se trouvera en deçà après la transformation, les angles 
trièdres se changeront en leurs symétriques, si du moins la constante 
k* des formules (9) est positive; et toute figure infiniment petite à 
trois dimensions aura sa forme transformée en celle de sa symétrique. 
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Supposons que l'origine soit occupée par l’œil d’un observateur, 
regardant une figure quelconque tracée sur une surface transparente, 
et qu'un tableau également transparent s'étende suivant la transformée 
de cette surface. Il est clair que les divers détails de la ligure seront 
vus sur ce tableau aux endroits mêmes où le perceront les rayons 
visuels ou vecteurs correspondants, et que, par suite, la figure trans¬ 
formée point par point de la proposée en constituera la perspective, 
c'est-à-dire sera un dessin produisant sur l'ceil la même impression 
qu’elle. Or, dans le cas simple où la surface donnée est une sphère 
qui vient toucher l'œil de l'observateur, le tableau se réduit au plan 
transformé de la sphère; et il suffit de choisir le carré constant A* de 
manière à faire passer ce plan par le centre de celle-ci pour avoir, de 
la demi-sphère la plus éloignée de l'œil ou qui se transformera en son 
cercle de base, la projection, dite stéréo graphique, employée poul¬ 
ies mappemondes, et dont on attribue la découverte à Ptolémée. La 
transformation par rayons vecteurs réciproques n'est donc qu'une 
extension naturelle de la projection de Ptolémée, une extension où 
se conservent toutes les propriétés essentielles de Vidée généralisée. 
Aussi devrait-on peut-être l’appeler simplement la transformation 
stéréo graphique; ce qui aurait, d’ailleurs, le mérite d abréger le lan¬ 
gage. 

Revenons maintenant à la considération d'un système triple ortho¬ 
gonal quelconque de surfaces, et supposons qu'on en prenne le trans¬ 
formé par rayons vecteurs réciproques. Celui-ci sera un nouveau 
système triple orthogonal, puisque la transformation dont il s’agit 
n’altère pas les angles formés par des éléments rectilignes ou plans 
quelconques. Et Von aura ainsi, en déplaçant l'origine, une infinité 
de systèmes triples orthogonaux transformés d'un seul, sans compter 
ceux, d’une construction évidente, qui leur sont simplement sem¬ 
blables ou symétriques, et que l’on obtient en laissant 1 origine fixe, 
mais en faisant varier tous les x', /, 5' dans un même rapport par un 
changement de grandeur ou de signe de la constante A* 1 . 

Cela posé, il est facile de voir qu’une même surface fait toujours 
partie d’une infinité de systèmes triples orthogonaux distincts. Con¬ 
struisons la transformée de oeüe surface par rayons vecteurs réci¬ 
proques, après avoir placé l’origine sur une quelconque de ses nor¬ 
males, et associons à cette transformée ses parallèles, puis les deux 
familles de surfaces développables beux de leurs normales, surfaces 
formant avec les précédentes un système triple orthogonal; et con¬ 
struisons enfin de celui-ci le transformé stéréographique, où les géné¬ 
ratrices des surfaces développables seront changées en arcs de cercle. 
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Nous aurons de la sorte un système triple orthogonal comprenant 
évidemment la surface donnée et où la normale quelconque sur la¬ 
quelle aura été prise l’origine, se trouvant à elle-même sa propre 
transformée, coupera perpendiculairement, non seulement cette sur¬ 
face, mais aussi, vu la conservation des angles, sa transformée et, 
par suite, les parallèles à cette transformée avec leurs propres trans¬ 
formées. Ainsi, dans le système triple orthogonal obtenu, où les 
trajectoires normales à la famille dont fait partie la surface proposée 
sont généralement des arcs de cercle, l’une de ces trajectoires se ré¬ 
duit à une ligne droite, savoir, celle qui émane du point de la surface 
où aboutit un rayon vecteur r normal à celle-ci. 

En changeant ce point d’une manière continue par un déplacement 
de l’origine, on aura donc un système triple constamment orthogonal, 
où tout se déformera sans cesse à l'exception de la surface donnée. Et 
encore n’obtiendra-t-on là, évidemment, qu’une certaine catégorie 
des systèmes triples orthogonaux dont on conçoit que puisse faire 
partie cette surface, puisque les trajectoires orthogonales de la famille 
qui la comprend y sont astreintes à présenter la forme circulaire, la 
plus particulière de toutes après la forme rectiligne, à laquelle ne 
correspondait que le système triple orthogonal formé par une famille 
de surfaces parallèles et par les deux familles de développables lieux 
de leurs normales. 

Malheureusement, en dehors de ces catégories restreintes, on ne 
connaît que bien peu d'exemples de systèmes triples orthogonaux : je 
parlerai bientôt du plus remarquable d’entre eux, découvert par 
Ch. Dupin, et que forment ensemble toutes les surfaces du second 
degré dont les trois sections principales ont leurs foyers aux mêmes 
points de l’espace. 

202*. — Autres propriétés importantes de la transformation 

stéréographique. 

Mais il sera bon de voir auparavant quelques propriétés, utiles en 
Physique mathématique, de la transformation par rayons vecteurs ré¬ 
ciproques appliquée aux fonctions de point. Une telle fonction, y*, 
d’une coordonnée jt, ou de deux coordonnées rectangulaires .v cl y t 
ou de trois coordonnées rectangulaires jp,/ et z, étant donnée soit 
tout le long d'un axe des a-, soit aux divers points (^,7) d'un plan 
des jrv } soit enfin dans un espace à trois dimensions .r, v et 5, sa 
transformée par rayons vecteurs réciproques sera la nouvelle fonction 
de point obtenue en supposant les diverses valeurs de/transportées, 
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c’est-à-dire réalisées, aux. endroits (a?'), ou (x\ y r )> ou (x 1 , y' y &-') t 
qui sont les transformés stéréographiqucs de ceux, (#)>(#</) 0,1 
(a:,/, 5), de Taxe des x, du plan des xy, ou de l’espace solide , Son 
expression, que j'appellerai o(x'), ou <p(^ , ,y , )j ou 5# )> 

résultera évidemment de la substitution, dans /(•#), ou 

/(.*•,/, z ), des valeurs (9) de j, ,>■* ..., qu’on pourra écrire, quel que 
^oit Je nombre n (égal à i, 2 ou 3 ) de ces coordonnées, 


k* 


(i3) (x t y.,..) -- ->j(**■'*/, *• 


ou 


r = /*'* ~^~y t 


Les familles de points, de lignes ou de surfaces que définit l’équa¬ 
tion /= un paramètre c, auront pour transformées les figures de 
même espèce représentées par o =/ = £; et leurs trajectoires ortho¬ 
gonales, composées de chemins infiniment petits enjoignant chacune 
de ces figures /=-c à la suivante /:= £-+*</<?, deviendront, élément 
par élément, à cause de la conservation des angles, les trajectoires 
orthogonales aux figures transformées — c. Cela posé, aux extré¬ 
mités, où /reçoit les deux valeurs respectives c t c-hdcy d’un élé¬ 
ment quelconque ds des premières trajectoires orthogonales, corres¬ 
pondront le» deux extrémités d'un élément ds' des nouvelles, oü <& 
aura également les valeurs c, c 4- de ; de sorte que, si de est pris 
positif, les deux paramètres différentiels du premier ordre A t /, A,? 
des deux fonctions, en deux points correspondants, seront, comme 

on sait, $ et ~ . Or la formule (1a) [p. 277*], appliquée en y posant 
3 -dSy 0 'rzzds’y avec - puisqu'il s’agit de lignes infiniment pe- 

lf J* 

r r? . de , de * » 

tites, donnera ^ et, par suite, r ^ =r ou bien 




r A,/ - r'Ai?. 


Ï1 existe donc une relation très simple entre le paramètre différentiel 
du premier ordre d’une fonction de point et celui de sa transformée 
stéréographique. 

Voyons comment on obtiendrait cette relation par la voie analy¬ 
tique, en rappelant que les expressions respectives de (A,/)* et 
^Aj©)* sont 


(i 5 ) 


<*>/>* = 


dx * ^ dy * 


(M)’ 


<ép* 

IF* 



• 1 « j 



CB QUE DÉVIENT I.EtTR IMIWfÈTRE DIFPÉRBÏfTIEt 4 . 

Les formules inverses de (i 3 ) étant 


, A* 

i (-y y• • • •) ( T *yi • 

(iG) < avec 

I j - ———————— dr l su, y, • • • i 

on trouve de suite, pour les dérivées partielles en x t par exemple, 
des nouvelles coordonnées x\ y',. »., les valeurs 


~dx -r*\' r*’ 


:ry 

2 ~~ » ♦ * • 

r* 


\ ,*'»/ .r* *-y \ 


et il en résulte que les dérivées partielles d’une fonction / pour le 
point (x, y,s’expriment, au moyen de celles de la fonction 
égale f pour le point (je', y', ...), par des formules symboliques 

tl __ rf.r' rf_«§'_ d_ 

rf(#,y, .7) rfr' f 7 <.r.y,..rfy' 

qui deviennent aisément 

(,-) -- -— JL Frf* -y-- 2(JE*\ v\.,.Jx' -y~ï ~r v' -jr-, — Î* 

rf(jr,y....) A*L rf(yy,...j \ ^ <(>' /J 

Or, en mettant, à la suite des symboles d des numérateurs, / au pre¬ 
mier membre et o au second, puis élevant au carré les relations ainsi 
obtenues et ajoutant, il viendra 

^ 1 * dx % dy* ' ** k* rfy 1 J 

vu que les autres termes des seconds membres seront, abstraction 
faite du dénominateur A 4 , 

-4r (« ,y , •.... j \ rf*' ; d/ * y 

^ 4 (*'*, y*, • • • ) (* r ê ^ iÿ "** * " ) * 

et auront leur somme 


identiquement nulle. Enfin la multiplication de(i8 ) par r*, suivie de 
l’extraction delà racine carrée des deux membres en valeur absolue 
et de la substitution de rr' à Xr 1 , conduira bien à la relation (i 4 )« 
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La simplicité de cette formule (i 4 ) invite à chercher une relation 
analogue pour les paramètres différentiels du second ordre, si impor¬ 
tants en Physique mathématique, 

. - A*î <P f . d i o tP o 

A *^" = d^ **■ Aa * d£*~'dÿï~ h " ' 

A cet effet, il faudra, à la suite des symboles d des numérateurs, 
inscrire, dans les premiers membres de (17), les dérivées de /en .r, 

y*.et, dans les seconds membres, leurs valeurs en ç, x', y\ .., 

qui \ iennent d’èlre formées, en observant d’ailleurs, dans les diffé¬ 
rentiations de produits, que les dérivées en y, ... de r ,% sont 

fft f 

a t .c f . y ... A. L’expression de par exemple, se composera: 
r’ d’une partie, qu'on peut écrire symboliquement 


1 f9) 



où figureront dans tous les termes les dérivées secondes de o, et qui 
s’obtiendra en traitant, dans l’expression de la dérivée première de / 
enur, les facteurs r 2 , .r', y',,.. comme des constantes*, d’une autre 
partie où, au contraire, les dérivées premières de <5 seront assimilées 
à des facteurs constants, tandis que les différentiations en x\ 

?>e feront sur les facteurs /*'*, y\ .... Le calcul de cette seconde 
partie donne, après quelques réductions immédiates, 


1 *wi ’> 


— 2 


A* 


do 

dx' 


- dy‘ 



r'* , do 

•y' —t. « 

A’ 4 dx 


Or la somme de l’expression (19), développée, et des n —* 1 analogues, 
obtenues pour les dérivées secondes de/en y,..présente évidem¬ 
ment les réductions rencontrées tout à l’heure dans le calcul de 
(A,f) s ; et le résultat est le second membre même de (18) pris symbo¬ 
liquement, c’est-à-dire en y entendant les carrés des dérivées pre¬ 
mières de o dans le sens de dérivées secondes. Cette somme vaut donc 

t 

jr Quant à la somme de l’expression (30) et des n — 1 pareilles 

{2 — n )/•'* / , do 


en elle est évidemment 2 

Ainsi la valeur de A 2 /exprimée au moyen de o sera 


A * 4 


do , do \ 

( x dP + ? W ) 


(AI) 




do do 
dx’ ~ Y df 



Dans le cas, n~2 t d’une fonction /(#,/) ou de deux coor- 
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données seulement, elle a le même degré de simplicité que celle, (i8), 
de (4,/)*, et, en multipliant par /*, puis remplaçant A* par /•*/*'*, il 
vient 


(«) 


r*±tf(*ty) ~ *‘' 4 *!?(*'» y ). 


Mais, si n diffère de 2 et que, par suite, il n'y ait plus de rapport 
simple entre 4 */ et A**, on comparera le second membre de (ai) ù 
*i(r / ' ,/n )i en se réservant de déterminer l’exposant constant m de 
manière à simplifier, autant que possible, le résultat de celte compa¬ 
raison, Les dérivées de /•' en #',y,... étant les quotients par /*' de 


jr'.y, • • •* 

on trouve, par exemple, 




dx' dx 

</*< or' ,n ) 

. d*o .... r/o 

dx* 

r m -r-A- t 2 mr m ~*x > 

dx* dx 

et ensuite 


<••* 3 ) A ,(çr' 

«t) = r' m [a, 0 -i- * pi (r' ÿf. 


nu 


•'m 2 V - 


Or les quantités entre crochets, dans les seconds membres de (21) et 
( 23 ), seront identiques si Ton prend m — 2 — «; et alors le rapport 
de A*/ à Aj('*/•'*-«) sera celui de r" 1 * 4-2 à £*=/•*/•'*, c’est-à-dire celui 
de r' n à r*. La relation (21), multipliée par r*, revient donc à poser 

t -U } r* A â / ~ r n A s ( ? r * - * ). 

C’est la formule générale cherchée, comprenant la précédente (22), 
Elle sera surtout utile, en Physique mathématique, quand on saura 
former une fonction de point dont le paramètre A s soit nul dans un 
certain espace à une, deux ou trois dimensions, et dont la valeur ou la 
dérivée suivant la normale, aux différents points de la limite de cet es¬ 
pace, puissent être choisies à volonté ; car, donnant alors a 8 ” o, 

elle fera connaître de suite une infinité d’autres fonctions de point, 
©r'*-", qui auront également leur paramètre Aj nul dans les espaces res¬ 
pectifs transformés stéréographiques du proposé et leur valeur ou leur 
dérivée dans le sens normal arbitraires aux limites de ces espaces. 

La fonction de point la pins simple dont le paramètre A, s’annule 
partout est évidemment / ouo~ une const. c; et son introduction dans 
la relation ( 24 ), pour le cas particulièrement important, n ~ 3 , d’un 
espace à trois dimensions, donne, en divisant parc/*'*, o =n A^r' - " 1 ). 
Ainsi, l'inverse de la distance des divers points de l’espace à une 
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même origine quelconque est une fonction avant son paramètre 
différentiel du second ordre identiquement nul* Ce fait analytique, 
qu'on vérifie, du veste, immédiatement en faisant la somme des trois 

dérivées secondes directes de l'expression/*"*•“ (.*** -t- y* z i ) *, con¬ 
tient en germe, comme on le verra dans le Calcul intégral, une belle 
et féconde propriété de certaines fonctions appelées potentiels . 

203*. — Système triple orthogonal formé par les surfaces du second 

degré homofocales. 

On sait que les deux familles de courbes formées dans un plan par 
les hyperboles et les ellipses ayant mêmes foyers se coupent partout 
orthogoûalcment; car la bissectrice de l'angle des deux rayons vec¬ 
teurs menés à un même point quelconque du plan est a la fois nor¬ 
male à l'ellipse et tangente à l'hyperbole qui passent par ce point. Or, 
comme ces courbes, rapportées à leurs axes communs de symétrie, ont 

pour équation générale ~~ ~ i, avec a constant et s seul va- 

i* * 

riable d une courbe à l'autre, on peut, en introduisant dans celte 
équation un terme analogue au second, affecté d’une troisième coor¬ 
donnée z au lieu de y et d’une constante fï au Heu de a, se demander 
si les familles de surfaces ainsi exprimées par la relation 



ne se couperaient pas de meme à angle droit dans tout l'espace. C’est 
ce qu’a effectivement reconnu Ch. Dupin au commencement de ce 
siècle. 

Mais voyons d’abord quelles surfaces représente cette équation 
(a 5 ), oii p est un paramétre variable. Les différences entre les trois 
dénominateurs p, p — a, p — p étant constantes, elle exprime toutes 
les surfaces du second degré homofocales, c’est-à-dire dont les trois 
sections principales, situées dans de mêmes plans choisis comme 
plans coordonnés, ont leurs foyers communs. Un choix convenable 
des axes des .r, y, z nous permettra de prendre p >■ p — a >• p — {î, 
ou de supposer st supérieur à zéro et (1 plus grand que a. D’ailleurs, 
comme des valeurs négatives de p rendraient le premier membre de 
(a 5 ), en tous les points réels (#, y, 5) de l’espace, essentiellement 
négatif et, par suite, inférieur au second membre 1, toutes les surfaces 
réelles que représente (a 5 ) s’obtiendront en donnant à p les valeurs 
comprises soit entre zéro et sr, soit entre z et p, soit entre |ï et 00. Il 
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en résulte : i®, dans le premier intervalle (où p — «, p —• J sont néga¬ 
tifs), des surfaces chez lesquelles le premier terme de (a5) et la coor¬ 
donnée x ne peuvent pas se réduire à zéro, c’est-à-dire des hyperbo- 
loïdes à deux nappes ayant pour axe transverse l'axe des x; 9.*, dans 
le deuxième intervalle (où p —* Jî e*t négatif), des surfaces où il arrive 
bien aux deux premiers termes de (a.ï), c’est-à-dire à x et à y, de 
s’annuler, mais pas à la fois, surfaces qui sont des hyperboloïdes à 
une nappe ayant l’axe des z pour axe non transverse; 3 ° enfin, dans 
le troisième intervalle, où chaque terme du premier membre se trouve 
essentiellement positif et au plus égal à la valeur 1 du second membre, 
des surfaces en tous les points desquelles .r*,/ 1 , z* ne dépassent pas 
certaines valeurs, c’est-à-dire des ellipsoïdes. 

H est aisé de voir que, par un point quelconque donné (<*% y,z) de 
l’espace, on peut mener une surface de chaque espèce et une seule. 
En effet, l’équation (20), où x t y t z seront ainsi connus et oit il 
faudra chercher p, aura son premier membre, dans chacun des trois 
intervalles, fonction continue et décroissante de p; car, à mesure que 
p y variera de zéro à a, ou de a à ou de £ à oc, les dénominateurs 
positifs y grandiront et les dénominateurs négatifs s’y rapprocheront 
de zéro, ce qui fera sans cesse décroître les termes positifs et croître 
en valeur absolue les termes négatifs : et comme, au commencement 
de chaque intervalle, l’un des trois dénominateurs p, p — a, p — 
devenu récemment positif, sera très voisin de zéro et rendra tout le 
premier membre infini positif, tandis que la fin du même intervalle 
sera marquée par une valeur infiniment petite négative du dénomina¬ 
teur suivant, s'il y en a un, valeur rendant tout le premier membre 
infini négatif, ou sera marquée, dans le cas contraire, par la valeur 
p — co qui annule tout le premier membre, celui-ci passera bien, dans 
chaque intervalle, une fois et une seule, par la valeur ! du second 
membre. Ainsi, l'équation (20) admettra trois racines, caractéris¬ 
tiques respectivement d’un liyperboloïde à deux nappes, d’un hvper- 
boloïdc à une nappe et d'un ellipsoïde, conduits par le point donné 
/, z) : elle représente bien, à elle seule, un système triple de sur¬ 
faces se coupant partout trois par trois, une de chaque système ou 
famille. 

Démontrons maintenant que ce système triple est orthogonal, ou 
que les deux surfaces qui correspondent, pour le poinldonné {x, y, z 
à deux quelconques p t , p 4 des trois racines de l’équation (•*/>), ont 
leurs normales en ce point mutuellement rectangulaires. I.es cosinus 
directeurs de ces normales se trouvent, comme on sait (p. ^9*), pro¬ 
portionnels aux trois dérivées en a’, y\ z des premiers membres des 
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équations des surfaces mises sous la forme F(.r, v, ;)~ooii deve¬ 
nues, d'après (20), 


< v>6 ) 


fü! 


<*1 


■s 8 

?t~? 


I — O, 


y % 
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fi 
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1 — o, 


dérivées dont les moitiés sont respectivement 
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fi 
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♦ 


Le cosinus de l’angle des deux normales, proportionnel à la somme des 
trois produits deux à deux de ces quantités, sera donc nul si l’on a 


' Pi ?» pi — * p,--* 

Or il en est bien ainsi; car la première relation (26), changée de 
signes et ajoutée ensuite terme à terme à la seconde, donne précisé¬ 
ment, en divisant le résultat par le facteur commun p t — p a différent 
de zéro, cette condition de rectangularité (27). 


204*. — Lignes de courbure des surfaces du second degré. 

Toute surface du second degré à centre (et même par suite, comme 
cas limite y tout paraboloïde, c'est-à-dire toute surface du second 
degré dépourvue de centre ou dont le centre s est transporté à l’in¬ 
fini) a son équation par rapport à ses axes évidemment comprise 
dans la précédente ( 25 ), pourvu que l’on attribue à 2 et 4 3 certaines 
valeurs, celles qui, au moment où p atteindra une grandeur appro¬ 
priée, rendront p, p — *, p — p identiques aux carrés, pris avec signes 
convenables, de ses demi-axes. II suffira donc de lui associer ses ho- 
mofocales, représentées par la même équation où a et ji seront ainsi 
connus, pour avoir un système triple orthogonal dont elle fera partie; 
et alors, d’après le théorème de Ch. Dupin, les deux familles aux¬ 
quelles elle n’appartiendra pas la couperont respectivement suivant 
ses deux systèmes de lignes de courbure. Celles-ci se trouveront, en 
conséquence, parfaitement déterminées. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un ellipsoïde, dont nous 
appellerons respectivement «, b, c le demi-grand axe, le demi-axe 
moyen et le demi-petit axe. Pour que, dans (a 5 ) où p prend succes¬ 
sivement toutes les valeurs positives, on ait à un certain moment 
3 = <**, p — * — p — ? — c 8 , il suffira évidemment de poser 
1 — a 2 — é s , £ ——c 8 ; et, si l’on appelle alors p, tontes les valeurs 
possibles de p comprises entre zéro et *, on donnant des hvperbo- 
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loulcs à deux nappes, p, les valeurs analogues comprises entre % et $ 
ou donnant des liyperboloïdes à une nappe, l'ellipsoïde proposé, dont 
l'équation continue à être (a5) avec p — a t '> aura comme ligner* 
de courbure ses intersections par les hyperboloïdes 


<* 8 ) 


an* y* s* 


je*î y * 5 * 

T* " r ?*—"* "" S 1 -? 


En éliminant un des trois carrés x* } jk s , 5 * entre (25) et celle des 
deux, relations ( 28 ) que Ton voudra considérer, il viendra, pour 
représenter la projection des lignes de courbure correspondantes sur 
le plan des ys> ou sur celui des zx y ou sur celui des xy t une équa¬ 
tion évidemment du premier degré par rapport aux deux autres 
carrés et qui exprimera des ellipses ou des hyperboles. On voit donc 
que les lignes de courbure d'une surface du second degré se projet¬ 
tent sur un quelconque de ses plans principaux suivant des coniques 
symétriques par rapport aux axes qu’elle a dans ce plan. 


205*. — Des coordonnées elliptiques et, en général, des coordonnées 

curvilignes. 

Si, vu la symétrie des surfaces précédentes de part et d'autre des 
plans coordonnés, on se borne â considérer l’espace compris, par 
exemple, dans l’angle trièdre des x % y et z positifs, chaque point 
(x,y % z) de cet espace sera défini dés que l’on donnera les paramétres 
respectifs p, p, et p* des trois surfaces (a5) et ( 26 ) qui y passeront; 
car les trois équations distinctes (25)et ( 26 ) détermineront les carrés 
s*, qui y figurent seulement au premier degré, et l'on en dé¬ 
duira les valeurs absolues «le x y y, z. il reviendra donc au même «le 
se donner x f y , z ou les trois paramètres ?, p t> p s . Et si l’on se meut, 
eu particulier, sur la surface d’un même ellipsoïde p, les divers points 
successivement atteints seront distingués les uns des autres au moyen 
des paramètres p t , p* des deux lignes de courbure qui s'y couperont. 
Ces deux variables p lt p*, qui définiront les divers points de l'ellip¬ 
soïde et qui, égalées à des constantes, représenteront des courbes de 
la surface se croisant partout à angle droit, seront donc les analogues 
de deux coordonnées rectangles ordinaires .r, y d’un plan, lesquelles, 
égalées a des constantes, expriment des droites orientées suivant deux 
directions rectangulaires : aussi Lamé les a-t-il de même appelées de* 
coordonnées rectangles , mais des coordonnées curvilignes et non 
rectilignes . Comme celles-là, p„ p„ sont particulièrement propre* à 
l’étude de la surface d'un ellipsoïde, un les qualifie c Y ellipsoïdales ou. 
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plus simplement, cl 'elliptiques, et, par extension, on appellera même 
coordonnées elliptiques l'ensemble des trois variables p, p tl p„ consi» 
itérées clans un espace à trois dimensions, indéfini ou limité, qu’il 
s'agira de découper rectangulairement suivant des ellipsoïdes et des 
Itvperboloïdes homofocaux. 

Lamé a donné, en général, le nom de coordonnées curvilignes or¬ 
thogonales, soit aux paramètres p,, p # de deux familles de courbes 
divisant une surface donnée, plane ou non, en rectangles curvilignes 
infiniment petits, soit aux paramètres p, p,, p s de trois familles de sur¬ 
faces décomposant l'espace en parallélépipèdes curvilignes rectangles 
élémentaires, surfaces analogues aux plans .r ~const., j = const., 
z = const. qui, dans un système ordinaire de coordonnées rectilignes 
orthogonales, découpent l'espace en prismes rectangulaires. Et l’on 
conçoit que, plus généralement encore, les paramètres de deux fa¬ 
milles distinctes de lignes, sur une superficie, ou de trois familles 
distinctes de surfaces, dans l'étendue solide, pourraient, sans que ces 
figures se coupassent à angle droit, servir de coordonnées, c’est-à-dire, 
par exemple, de variables indépendantes des fonctions de point, 
pourvu que deux quelconques de ces lignes ou trois quelconques de 
ces surfaces n’eussent dans l’espace considéré qu'une seule intersec¬ 
tion, Ces lignes ou surfaces, à cause de la continuité (impliquant le 
quasi-parallélisme de celles de même famille en des points voisins), 
diviseraient alors l’étendue à deux ou à trois dimensions en paral¬ 
lélogrammes ou en parallélépipèdes infiniment petits légèrement cur¬ 
vilignes, de même que, dans un système de coordonnées rectilignes 
obliques x, r, -5, les droites ou les plans ^=const., ( >' = const., 
j^const. découpent 1 espace soit plan, soit solide, en parallélo¬ 
grammes ou en parallélépipèdes ordinaires. 

Ces sortes de variables, principalement celles qui sont des coor¬ 
données orthogonales, s’emploient dans l’étude physico-mathéma¬ 
tique des corps dont le contour ou la surface appartient aux familles 
qui les ont pour paramètres; de sorte que les limites de l'espace à 
considérer vérifient des relations comme p~const,,ou p, — const., etc., 
pareillement à ce qui arrive, avec des coordonnées rectilignes y, s, 
aux limites d’une plaque ou d’un prisme ayant leurs arêtes parallèles 
aux axes. 

Il est, du reste, facile de voir que les trois systèmes, particulière¬ 
ment utiles, des coordonnées rectilignes rectangles, des coordonnées 
cylindriques ou semi-polaires, et des coordonnées sphériques ou po¬ 
laires, rentrent comme cas très spéciaux dans les coordonnées cur¬ 
vilignes orthogonales et meme dans la catégorie des coordonnées 
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elliptiques définies par (n 5 ). D'abord, il suffit de faire grandir indé¬ 
finiment a et p — a pour que deux au moins des trois dénominateurs 
s — », p — 3 soient infinis à chaque instant, et entraînent ainsi dans 
(■».>) l'annulation, sauf aux distances infinies de l'origine, des termes 
où ils figurent. l J ar suite, les trois sortes de surfaces représentées 
par cette équation se réduisent aux familles de plans .r*“Const.. 
y 4 "“const,, ^rrconsl.; et les coordonnées elliptiques dégénèrent 
bien, à la limite, en coordonnées rectilignes rectangles. 

Supposons maintenant que, P restant fini, », compris entre zéro et 
p, s’approche indéfiniment de l'une de ces deux limites. Alors, dans 
(a5), le second dénominateur, * — », est presque égal ou au premier s, 
ou au troisième p — 3, et toutes les valeurs de p intermédiaires soit 
entre zéro el », soit entre a et p, annulent presque le dénominateur 
tnoven p — » en même temps qu'un des extrêmes, rendant ainsi très 
grands, et complètement prépondérants dans l’équation, ou le premier 
et le deuxième terme, ou le deuxième et le troisième. A la limite, 
l’équation (* 5 ) se réduit donc à ces deux termes, et revient simple¬ 
ment à poser soit p --const., soit ~ = const M pour une des deux 

familles d’hyperboloïdes, qui dégénèrent ainsi en de simples plans se 
croisant suivant l’axe ou des 5 , ou des ,r. Quant aux deux autres fa¬ 
milles de surfaces représentées par ( 25 ), et chez lesquelles p — » peut 
n’ètre pas distingué ou de p ou de p — j 3 , les coordonnées x, r, - n \ 
figurent, après addition de deux des trois fractions, que par les deux 
numérateurs 3* et ou æ* et r*-h 5 ! ; ce qui rend, dans le pre¬ 

mier cas, l'ordonnée 3 des surfaces simplement fonction de la distance 

v/.r*-+- J* ù l’axe des 3, et de même, dans le second, x fonction de la 
distance \j 1^+3* à Taxe des x. Autrement dit, ces surfaces sont de 
révolution autour de Taxe ou des 3 ou des .r. Leur coupe par le plan 
yr^zo des zx ayant pour équation, d’après (•w), 

r J 3* _ 

{ *9) p p —fl ’ 

<m voit que ces deux familles d’ellipsoïdes et d’hyperboloïdes à une 
nappe ou à deux nappes naissent de la rotation de deux familles d'el¬ 
lipses et d'hyperboles homofocales autour de celui de leurs axes 
suivant lequel a été déjà menée la famille de plans méridiens issue, 
comme cas limite, d’hyperboloïdes à deux ou «à une nappe. 

Cela posé, bornons-nous au cas où l'axe de révolution est celui des 
3, et supposons que p, resté jusqu'ici arbitraire, soit ou infini ou nul. 
Faire p infini, ce sera, pour toute valeur de p, rendre nécessairement 

B. — I. Partie complementaire. ‘9 
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infini f un ou l'autre des deux dénominateurs a, o — ? et, par suite, ré¬ 
duire le premier membre de {29) à un seul terme. Les génératrices des 
surfaces de révolution deviennent, de la sorte, soit les parallèles 
.c ~ const., soit les perpendiculaires z — const., à l’axe même de la ré- 


\ cl 11 lion ; et ces deux familles de surfaces sont simplement des cylindres 
et des plans. Ou a donc un système de coordonnées semi-polaires, oit 
Vazimut est un paramètre caractéristique des divers plans méridiens, 
le rayon /*, un autre paramètre, définissant les cylindres conazc iques 
décrits autour de l'axe de révolution, et, Y ordonnée z K un troisième 


paramètre, qui définit les plans normaux à cet axe. Enfin, supposer £ 
nul, ce sera réunir à 1 origine les deux foyers des ellipses et des hy¬ 
perboles, c’est-à-dire réduire les ellipses à des cercles, les hyperboles 
a leurs asymptotes, les ellipsoïdes à des sphères et les hyperboloïdes à 
des cônes de révolution autour de l'axe des z, Et l'on aura ainsi un sys¬ 
tème de coordonnées polaires, où Vazimut 0 définira encore les plans 
méridiens déjà obtenus, où la hauteur angulaire ?, angle des généra¬ 
trices des cônes avec le plan des xy y sera le paramètre caractéristique 
de ces cônes, et, le rayon vecteur /•, celui des sphères concentriques. 


206*. — Problème de la déformation des surfaces; calcul des dilatations 
linéaires éprouvées par une petite partie d’une surface que l’on dé¬ 
forme. 


Une surface dont la forme varie peut être regardée comme le lieu 
d une infinité de points juxtaposés, qui éprouveraient des déplace¬ 
ments variables eux-mêmes, dun instant à l’autre et d'un de ces 
points à ses voisins, d'après une loi continue quelconque. Afin de 
mieux fixer les idées, nous nous représenterons une telle surface sous 
la forme d’une membrane matérielle élastique, que l’on fléchirait ou 
étirerait, et sur laquelle seraient effective ment marqués les points 
dont nous aurons à étudier les déplacements. 

Bornons-nous, pour simplifier, à une partie de surface ou de mem¬ 
brane assez peu étendue en tous sens pour que les changements de 
direction du plan tangent d'un bout à l’autre n'y soient que de petits 
angles; et, afin de n avoir à considérer que de faibles déplacements, 
choisissons pour origine un de ses points, toujours le même, pour axe 
des x la tangente à une ligne matérielle quelconque tracée sur la 
membrane à partir de ce point, c’est-à-dire le prolongement de l'élé¬ 
ment rectiligne qui le joint à un autre contigu pris sur la ligne en 
question, enfin, pour axe des y , une perpendiculaire à celui des x, 
constamment tangente comme lui à la surface, et pour axe des z une 
droite qui lui soit constamment normale. Alors les divers points de la 



|/t'NE PETITE PARTIR &R âUlF.VCIi COUIIKR. 


3Ç)I* 

petite partie dont U s'agit, ou qui entoure l'origine, seront bien 
distingués les uns des autres, c’est-à-dire parfaitement définis, si l’on 
donne, dans un premier étal, dit primitif et censé connu, «le la sur¬ 
face, les deux petites coordonnites .r et y de leurs projections sur le 
plan «les *1^; car leur ordonnées résultera « 1 e l'équation de la sur¬ 
face. Cette ordonnée z se confondra même très sensiblement avcccelb 1 ! 
du parabolofde «Je contact mené à l'origine, c^t elle sera (p. en 

appelant r, s , comme à l'ordinaire, les valeurs correspondantes 
♦les trois dérivées secondes «le z en x et v, 

<‘Jo) sr--|(/\r*- ‘U/r- 

Après les déformations que l'on veut étudier, les deux premières 
coordonnées .r, y de chaque point auront crû des composantes suixan l 
les x et les y, ou tangentielles. de son déplacement, composantes que 
j’appellerai respectivement w, r et qui, variant d’un point à l’autre, 
c’est-à-dire avec x et y } seront ainsi deux certaines fonctions des 
deux coordonnées primitives x, y . hes déformations produites se 
trouveront justement définies par ces deux fonctions u , r, jointes à la 
connaissance de l’ancienne ordonnée normale z, donnée par ( 3 o), et 
de la nouvelle, -s', du même point matériel (qui a actuellement les 
coordonnées tangentielles x it, y-+~ <■), ordonnée dont l’expression 
sera évidemment 

Hi) u )*— as'<> *+■ v) — t'ty-r- n‘ |. 

>i /•', s\ t' désignent dans le nouvel état de la surface les valeurs, a 
l’origine, des trois dérivées secondes respectives de l'ordonnée nor¬ 
male (ou suivant les 5) par rapport aux coordonnées indépendantes 
tangentielles (ou suivant les x et les y). 

Supposons les déformations de la petite partie de membrane assez 
restreintes pour que les points voisins gardent sensiblement leurs 
distances mutuelles, ou pour que, par exemple, un triangle légère¬ 
ment curviligne, d’abord rectangle, avant son sommet au point maté¬ 
riel (a*, y, z) et comme base, sensiblement égale à x, la ligne à la¬ 
quelle l’axe des x reste tangente (comptée depuis l’origine), conserve 

des côtés valant à fort peu près .r, v, yfjc* -b.v*, ainsi que, par suite, 
ses angles et sa forme. C’est dire que les nouvelles coordonnées x *+• 
y r du point considéré auront des rapports peu différents de l’unité 
avec leurs voleurs primitives x> y , ou que les fonctions «, v seront 
très petites en comparaison de .r, y. Au contraire, dans ( 3 i), r\ s\ t 
différeront notablement de r, s 1 t f à cause de la petitesse de z devant 
.r et j, qui permet à cette ordonnée de changer dans un rapport quel- 
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conque sans qu’il en insulte (les variations sensibles do distance 
etjtre points très voisins. Donc, on pourra, dans le second membre de 
t 3 i), réduire x u, y s- »• à x, y et prendre, par conséquent, 

H») Z J { r'.rî -- >. .«'./■ y t yi , 

* ■ *■ * * 


sauf erreurs négligeables tant sur z r que sur - 3. 

La composante z 1 — z du déplacement dans le sens normal des z sera 
donc, en général, une fonction de æ et de y beaucoup plus simple 
que ses composantes u, v suivant les sens tangentiels des x et des r. 
Celles-ci pourront être de très petites fonctions quelconques de x et 
<le /, à cela près toutefois : i û qu’elles devront s’annuler pour x — o, 
y = o* puisque le point situé à l'origine ne la quitte pas ou a ses dé¬ 
placements u, v nuis, et. a a , que la seconde, y, devra avoir sa dérivée 
en x également nulle à l'origine, puisque l’a\e des x ne cesse pas 
d être tangent à une même ligne de la membrane, ou que le déplace¬ 
ment t» suivant l’axe des y, déjà nu! pour l'origine, l’est encore pour 
le point dont les deux, coordonnées tangentielles primitives x, y dé¬ 
passent les siennes, respectivement, de dx et de zéro. 

Les situations tant primitives que finales de tous les points de la 
membrane voisins de l’origine étant ainsi fixées, évaluons la dilata¬ 
tion, ou allongement par unité de longueur, qu’aura éprouvée l’élé¬ 
ment rectiligne ou la fibre matérielle joignant deux quelconques 
d'eutre eux infiniment voisins. Si x, y, 3; x ->rdx, y- 4- dy , z -r-dz 
sont les coordonnées primitives de ces deux points, et ds leur dis¬ 


tance ^dj? 1 + dy 1 + dï 1 dans le premier état de la surface, leurs 
coordonnées finales seront, avec les notations convenues, x -f-tt, y-M*, 

3# et * r *+** ctr "+* u du, y -r- dy -+- v q- dy, z' q~ dz , où du , c/c, élé¬ 
ments de u y v, se trouveront, en général, aussi petits à côté de dx et 
de dy, éléments analogues de x, y, que le sont en comparaison de x\ 
y les déplacements u, v eux-mêmes, devenus différents de zéro en 
même temps que je*, y. Et la nouvelle distance, ou droite de jonction, 
des deux points, aura pour carré {dx q-c/« )*q- (<//4- d?)* q- dz' 2 , 
c'est-à-dire que ce carré aura grandi de 


•idx du idydv du 1 —- dv*-~ dz 1 — ds*, 

ou bien, en négligeant du*> rfy* par rapport à dxdu , dydt>> de 

(33) a dxdu + zdydv-i-dz'* — dz*. 

Or appelons A la petite dilatation linéaire que l’on veut évaluer, et, 
par conséquent, 1 q- A le rapport de la nouvelle distance de deux 
points à ds. Cette nouvelle distance sera (i + A)df; et son carré, 
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(i :*A-t~ A*)<&■*, aura grandi de (3 A h- A 2 )r/;î 2 oh, très sensiblement, 
de 2 Ad* 2 . I/expresaion ( 33 ) vaut donc le produit de A par ir/.v*; et il 
en résulte, pour la dilatation A de la fibre fis de la membrane, 

,,, . drdii -- dvd\' dz *— riz* 

( 3 ,a =- Ts ~~ . ■ 


Evaluons séparément les deux fractions qui composent le second 
membre et, d'abord, la première, oii paraissent les différentielles r///, 
fit' des déplacements langenliels. 

Comme «, c sont deux certaines fonctions de ,r et de y, ritt et < 7 r y 
ont les valeurs 


du — 


du 

dx 


dx -t- 



dv — ~ ~ dx -■ ■ 
dx 



D'ailleurs, l'élément de fibre en question, ds, se distingue de tou* le-* 
autres qui pourraient être menés à partir du mente point (dont le* 
deux premières coordonnées primitives sont æ, y), par sa direction 


primitive, définie au moyen de deux angles a, ^ — a qu'il faisait, en 

projection sur le plan des .ry, avec les deux axes des .rot des r; et 
ces angles, par suite du quasi-parallélisme du plan tangent au point 
considéré, ou de l'élément lui-même, avec le plan des zry, ne différent 
pas d'une manière appréciable de ceux que faisait, dans l'espace, 
l'élément ds avec deux parallèles aux œ et aux y émanées de ( .r, y, z). 
On a donc 


dx “ ds eus a. dr = ds «i n » ; 


et il vient, comme valeur de la première partie de l'expression ( 34 ) 
de A, à laquelle sc réduirait A si, z et z' s'annulant, la membrane 
était plane, 


(35) 


drdu ~h dydv du 


ds* 


— -j— COS 2 X 

dx 


r/c 

dy 


sin 2 7 . *+• 



% >in x. 


Or la seconde partie de A, où figure dz '*—r/s a , comporte, à un 
terme près, une expression analogue. En effet, la formule ( 3 o), par 
exemple, donne 

dz ™ (rx sy)dr* <s.r ty)dy , 

d'où 


( 36 ) 


I dz*~ \ rx-*~ sy)*dx*-\‘ (sx~{- ty'j*dy* 

I -h as(/\r*H- 2sxy-i- ty*)dxdy •* (H — $*).ryd.rdy. 
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* 4 * 


Main on a identiquement 


H;v 


| r r- -r- ■> *' xy ~ /j 

f 

i 


ü -- 


< /* jf - s y )* ( rt ~~ s * ).y* 


<’«.e -/)')* (r/--s*).r a 


on sorte que l'expression 2 ( r.r- -y 2sxy -y O' 1 ) peut être remplacée 
dans ( 36 ) par la somme des deuxième et troisième membres de ( 3 ?) ; et 
alors il vient presque immédiatement 


(38 > 


3 /• 


- dyd 


,($.r ty'p . ■ s( r/ - â'*).r* 


3 * 


2 ( r/ — j 3 jxydttdy. 


< 39 * 


O11 aurait de même, en partant de ( 3 ?.), 

1 3/* 

« 

1. , Js'x ‘(‘ y)* s'(r , t'~s , 2 )x i 

I -dyd- -■...—- 


>< /•'/' — s' 2 )xydxdy . 


D'après la seconde formule (24) delà Leçon précédente [p. 26a*], où 
il faudra faire ici p 2 y~ q i ~où cause du plan des . ry choisi, les deux 
expressions rt — s 4 , r' l’ — s'* représentent ce que nous avons appelé 
ta courbure essentielle ou permanente de la surface dans ses deux 
états respectifs, au point choisi comme origine, c'est-à-dire le produit 
de ses deux courbures principales en ce point. Désignons, pour 
abréger, ce produit par C dans le premier état, par C' dans le second; 
et, en retranchant ( 38 ) de ( 3 <)), il viendra 

( {o ) dz 1 — dz- - — zds d L — n.dy dX - - n( (V — G ) xy dx dy , 


s» Ton appelle U, V les fonctions de x et de y, entières et homogènes 
du troisième degré, 

i r ._( rx - - .vr 1 1 a-G y* 1 rx -s'y)*- • 1CV' 1 

\ l; ” 6r r ü7 ’ 

<4U j v (sx~t'y)*-L~s'C.'x* 

l*“ aï" et’ 


Par suite, la dernière partie de 

,/- 3 __rf-î __ dxtiV - 

•A ds~ d$ 2 


la valeur { 34 ) de A prendra la forme 


dvdX 


■ iC — G )Jty 


dxdy 
ds * 1 


ou enfin, après substitution à tflü, dX de 


, /x Wi rf<y , 

dx dy J 
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puis, à dx cf dy % «te ch co» a et ds sin », 


(î*> 


ds'*— dz* 
atf« a 


dV 

dx 

/rfU 

W.r 


cos 1 * 


rfV 

dy 


sin* a 


<fV\ • i /«f rt * 

^ Icosasma -f-M- — *. )xy cosx smz. 


Telle est donc la parlic de A qui dépend do dx '*— c'est-à-dire 

qui tient au changement de forme de la surface ou membrane courbe : 
elle constitue, d’après les valeurs ( 4 1) de U et V, une fonction en a\ 
y homogène et entière du second degré, c’est-à-dire du deuxième 
ordre de petitesse dans le voisinage de l’origine. Ajoutons-Ia à la 
partie précédente ( 35 ), et nous aurons, comme formule définitive de 
la petite dilatation A éprouvée par une fibre élémentaire quelconque 
du de la portion considérée de membrane, 






( + [ 


(t.r 
di U 


U. 


dy 


-U 


dy 
dfp-V) 

dx 


■J 


j- (G'— G)ay I cos a sin * ( 1 ). 


207*. — Surfaces applicables : condition nécessaire et suffisante pour 
çn’une petite partie de surface soit applicable sur une surface 
donnée. 

Parmi les déformations que comporte une membrane, c’est-à-dire 
une plaque élastique assez mince pour qu'on puisse regarder son 
épaisseur comme infiniment petite, il y a lieu de distinguer surtout 
celles, dites de simple flexion , oît aucun élément ds de fibre n’éprouve 
ni allongement, ni raccourcissement, parce qu’elles sont infiniment 
plus aisées à produire que toutes autres, une telle plaque étant sans 
comparaison plus Jlexible (\u extensible ou contractile, du moins 
quand la flexion ne va pas jusqu’à la replier sur elle-même, et, aussi, 
parce que des figures infiniment petites quelconques tracées sur la 
surface, toujours décomposâmes en triangles, y gardent, avec leurs 
dimensions, leurs angles et leurs formes. Quand une surface peut 


(*} On remarquera l'analogie tir ectte formule avec celle, qui a été donnée c» 
note à la p. 107* (où elle porte le n* 51 bis), de ta dilatation d'une fibre quel¬ 
conque d’un corps à trois dimensions légèrement déformé : les coefficients de 
cos 1 a, sin’a y expriment les dilatations des deux cléments rectilignes tracés, à 
partir du point considéré (x, y), dans les sens des x et des y pour lesquels s'an¬ 
nule sin a ou cos », tandis que le coefficient du produit cos» sin» y est ce que 
nous avons appelé, à la p. 106*, un glissement . 
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ainsi se changer eu une autre par de simples flexions finies (c’est- 
à-dire n'allant pas jusqu'à la doubler ), on dit, en la considérant 
comme inextensible, qu’elle est applicable sur cette autre sans 
déchirure ni duplicature, ou, simplement, qu’elle lui est applicable. 

Voyons à quelles conditions la petite partie de surface que nous 
considérons ici, et dont l'équation est ( 3 o), pourra être appliquée, 
près de l'origine, sur la nouvelle surface quelconque ayant à cet en¬ 
droit l’équation ( 3 a). En d’autres termes, faisons passer la membrane, 
supposée d’abord extensible, de la forme ( 3 o) à la forme ( 32 ), et cher¬ 
chons s'il doit y avoir quelque relation entre ces deux formes, pour 
qu'il existe un mode de déplacements tangcntiels «, r (c'est-à-dire 
une expression des deux fonctions à peu près arbitraires n, c de j: et 
dejy), «'entraînant, aux divers points (x,y ), aucune dilatation li¬ 
néaire A, positive ou négative. 

El d'abord, l'annulation de A pour tous les éléments ds initialement 
parallèles aux plans soit des zx t soit des zy y ou dont l’orientation 
primitive rend nul soit le sinus, soit le cosinus de a, donne, d’aprè* 

(4 3), 

du __ dl dy _ (IV 

de ~ dx * dy dy 

Cette annulation revient donc à dire que «, v doivent varier, avec x 
ou avec y. comme les fonctions homogènes du troisième degré U, Y, 
et que, par conséquent, à des écarts près d'un ordre de petitesse su¬ 
périeur au troisième, les différences « — U, i» — V se réduisent con¬ 
stamment, la première, à ses valeurs pour x = o, valeurs dépendant 
uuiquement de y et que je représenterai par /(/), la deuxième, de 
même, à ses valeurs, fonction seulement de.r, relatives à y =r_oetque 
j’appellerai z(x). Ainsi, la conservation de la longueur des éléments 
ds parallèles aux plans des sx et des zy y ou qui divisent la surface en 
mailles ayant leurs projections sur le plan des xy primitivement rec¬ 
tangulaires, est toujours possible, quelle que soit la nouvelle forme de 
la partie infiniment petite considérée de surface, pourvu que l'on 
donne à w, v les expressions, encore indéterminées en partie, 

( \'\ ) « “ b' - -/(y;, v V-t- *(x). 

D’ailleurs, u , t» et la dérivée de c en «r s’annulant, comme on a vu, a 
l'origine (x “o, y = o), de même que s’y annulent d’après ( 4 i) U, Y 
et la dérivée de V en x y on devra avoir 


(Î5) 


/(o) —o, <?(o) = o, <? r (o) = ü. 



mjb cxe amvPACE donnée. wjî * 

Enfin, Informulé (43)de la dilatation, A, qu'éprouicnt le» éléments 
ds dont fazimut est «, se trouve alors réduite à 

{ 4G ) A f/' ty ) — ç7 T) i' <7 — C ) oy ] cos a sin a. 

Essayons, puisque les expressions (44) de u et t* ne sont pas fixées 
complètement, d'astreindre même les éléments ds d’orientation quel¬ 
conque, mais primitivement contigus aux deux coupes de la surface 
par les plans des s# et des zy, à ne subir non plus aucune dilatation : 
ce qui permettra aux deux rangées de mailles de la surface qui se 
projetaient d'abord sur les deux axes des :r et des y, de garder même 
leurs formes primitives et non pas seulement leurs côtés. La formule 
(46), où nous ferons aillai xv = o, montre qu i! faudra etqu'U suffira 
de poser /'{y ) -+- «-'(#) —• o : relation qui, pour la valeur#—: o an¬ 
nulant <$'(#) d’après (4*»), donne f(y) “o, et oblige ensuite de 
prendre aussi identiquement ç/(*r) =o. Les deux fonctions /‘(y), 
ç-(#) deviennent dès lors deux constantes, que les premières conditions 
(45) réduisent même à zéro; et Ton a simplement, au lieu de (4-4)> 

(» 7 ) "“* T - t==v * 

Quant à la formule des dilatations linéaires, elle est maintenant, 
d'après (43) ou (46), 

A r= < (Y— 0 jaycnsa sinx. 


sauf toujours une erreur généralement très petite en comparaison, c est- 
à*dire d’un ordre en ,t et y* supérieur au deuxième, lit cette fonction 
A, même rectifiée par la mise en compte d’une pareille erreur, change 
bien do signe, en s'annulant par raison de continuité : i° lorsque, 
pour des valeurs constantes quelconques de x et dey, a varie dans le 
voisinage des valeurs qui annulent cosse, sina; 2 ° lorsque, * étant de 
même constant, mais quelconque, x ou/ varient près de la valeur zéro. 

Dans ce dernier cas, aux endroits (.r, y) ainsi déterminés, où A 
s’annule pour une valeur de a autre que les deux dont le cosinus et le 
sinus sont voisins de zéro, si l’on associe trois libres élémentaires ds 
prises suivant ces directions respectives, de manière à en former un 
triangle infiniment petit, ce triangle sera invariable et, par suite, 
d’autres fibres de direction quelconque inscrites entre ses côtés ne le 
seront pas moins. L’annulation simultanée de A pour trois éléments ds 
concourants ou infiniment proches, et do directions distinctes, en¬ 
traîne donc son annulation pour toutes les valeurs de a. Par consé¬ 
quent, aux points dont il s’agit, voisins des deux plans des -5»*.’ et des 
jr, on a identiquement A = o. 
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En résumé, quelle que soit la forme nouvelle prise par la partie 
infiniment petite considérée de surface , deux familles d'éléments 
rectilignes, orientés à fort peu près sur toute son étendue suivant 
les plans des z.r et des zy, et même tous les éléments de direction 
autre contigus à deux lignes infiniment voisines de ces plans, n'au¬ 
ront éprouvé aucun changement de longueur, à la condition né¬ 
cessaire et suffisante que les déplacements tangenliels «, v des di¬ 
vers points aient reçu sensiblement les valeurs (4/)> où U, V sont 
les polynômes homogènes, du troisième degré en ,r, y, définis 
par{\i). 

.Mais la formule (48) montre que les autres éléments rectilignes ds 
seront, les uns dilatés, les autres contractés, suivant le signe defev^ 
pression xy cos a sina, à moins qu'on n’ait CZ-Crro, ou que le pro¬ 
duit des deux courbures principales ne soit pareil dans les deux por¬ 
tions de surface que l'on veut appliquer Tune sur l'autre. 

Ainsi se trouve établi le théorème de Gauss dont il a été parlé 
précédemment (p. a5o*), et d'après lequel, dans toute surface 
que Von déforme par simple flexion, le produit des deux cour¬ 
bures principales reste invariable en chaque point. Mais la for¬ 
mule ( 48 ) donnée ici montre de plus que cette condition, de l'égalité 
des produits G, C' des deux courbures principales dans deux parties 
infiniment petites de surface, est suffisante pour qu’une de ces parties 
puisse, sauf la non-coïncidence des contours, être appliquée sur 
l'autre par simple flexion, ou, du moins, avec des extensions et con¬ 
tractions incomparablement plus faibles que celles, représentées 
par (p) et (48), qui auraient lieu si C' différait de C. 

Il suit de là, par exemple, qu'une surface applicable sur une sphère 
d’un rayon donné « vérifie dans toute son étendue, d'après la formule 
(a 4 ) [p. 262 *] du produit des deux courbures principales, l’équation 
aux dérivées partielles du second ordre 

J (I —p*—qip a* 

ÏI en résulte encore qu’une plaque élastique, assez peu épaisse pour 
ne résister notablement qu’aux extensions ou aux contractions per¬ 
ceptibles, ainsi qu’aux flexions extrêmement prononcées, et, par con¬ 
séquent, beaucoup plus aisée à fléchir modérément qu'à étendre, com¬ 
primer ou doubler, prendra d'elle-méme, en tout point oü le produit 
de ses deux courbures n’est pas nul, un rayon de courbure principal 
d autant moindre qu'on y fera davantage grandir l’autre, se fermant 
ainsi de plus en plus dans le sens de l’une de ses sections principales 
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à mesure qu'on rouvrira plus coin ploiement clans le sens perpendi¬ 
culaire. 


— Des surfaces applicables sur un plan, on développables, et, pins 
généralement, des surfaces réglées, ainsi que de la génération des 
surfaces courbes par des lignes dites caractéristiques. 


Le lieu des intersections successives d'une série continue de plans, 
formé des bandes infiniment étroites et longues que comprennent, sur 
chacun deux, ses deux intersections par celui qui précède et par 
celui qui suit, constitue, on l'a vu déjà (aux pp. 22 .$* et 267 *), une 
surface applicable sur un plan ou, comme on dit, développable; car 
il suffit, pour la rendre plane par simple flexion, d'v considérer suc** 
cessivement les diverses génératrices, qui sont les bords rectilignes 
communs à deux bandes juxtaposées, et de faire tourner autour de 
chacun de ces bords toute la partie de surface située au delà, de ma¬ 
nière à amener la première des bandes qui la composent sur le plan 
prolongé de la bande précédente. D'ailleurs, les arêtes d’un pareil 
assemblage de bandes s'effacent, et la continuité de la surface s’éta¬ 
blit, à la limite considérée, où chaque bande, tout en restant dans son 
plan, s’est infiniment amincie; car ce plan n’v fait plus avec ceux 
d’une infinité de bandes voisines que des angles insensibles, mesurant 
les rotations élémentaires d’un plan mobile que l'on peut concevoir 
dessiner, par ses positions successives, toute la série donnée de plans. 


Mais, à cette limite oîi la surface s’est ainsi arrondie, deux généra¬ 
trices aussi rapprochées qu’on voudra, dès qu’on les prend distinctes, 
en comprennenttoujours entre elles une infinité d’autres ne sc reliant 
que chacune à la suivante, et elles n'ont plus de point commun. 
Ainsi, le fait de l’intersection des génératrices consécutives, évident 
dans les assemblages de bandes planes, s'évanouit en quelque sorte 
dans leurs limites courbes, qui lui doivent cependant la propriété 
d’être applicables sur un plan* 

Si l'enveloppe de toute série continue de plans est une surface dé¬ 
veloppable, à l’inverse, toute surface applicable sur un plan est-elle 
un pareil lieu d'intersections successives de plans? C’est ce que permet 
d'affirmer le théorème précédent de Gauss, en vertu duquel le produit 


des deux courbures principales d'une telle surface est nul en tous ses 
points comme dans le plan dont elle peut prendre la forme. Car il et» 
résulte l’égalité à zéro de l’une des courbures principales de la sur¬ 
face, ou la réduction des angles de contingence correspondants à des 
infiniment petits d'un ordre supérieur au premier; ce qui signifie que, 
tout le long de l’une des deux familles de lignes de courbure de la 
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surface, les normale* successives font entre elle» des angles, du» 
pareil ordre, ne pouvant donner en tout, sur une longueur finie de 
ligne de courbure, qu'un changement de direction de la normale in¬ 
férieur à toute quantité perceptible, c'est-à-dire nul. Ainsi la surface, 
supposée représentée comme à l’ordinaire par une équation de la 
forme z rzJ\;i\ y) y a, tout le long d'une quelconque des lignes de 
courbure dont il s'agit, sa normale et son pian tangent pareillement 
orientés, ou, en d'autres termes. les deux dérivées partielles p, q de 
son ordonnée z invariables. Or il suit de là que ce plan tangent, dont 
l'équation peut s'écrire, d’après la formule (i) [p. a5i], 

< r >°) z t —pari — iz-~ par r/y). 

est le meme d'un bout à l’autre de la ligne de courbure; car, /?, <7 n’y 
cbangeant pas, la différentielle de px -h qy d’un point h l'autre s'y 
réduit à pdx -x- rfcly ou à ch, ce qui rend invariable le terme 
z—px — qy de l'équation, non moins que les coefficients p, g, 
f’.omme, enfin, à cété de ce plan ainsi tangent tout le long d’une ligne 
fie courbure, U y en aura un second analogue, dont l’intersection par 
le premier passera, comme on sait (p. 223 *), infiniment près de tous 
les points de contact de celui-ci avec la surface, puis, à la suite, un 
troisième, etc., les lignes de courbure considérées ne seront autre 
chose que les intersections successives de ces plans, et, la surface 
qu'elles sillonnent, le lieu de ces intersections. 

Kn résumé, les surfaces développables, lieux d'intersections succes¬ 
sives de plans, et que l’on réalise de temps immémorial dans les arts 
au moyen de plaques planes diversement fléchies autour d’une suite 
continue de droites, sont les seules surfaces susceptibles d'èlre étalées 
mi déroulées sur un plan sans extension ni contraction; et l’on peut 
les caractériser par l’équation aux dérivées partielles du second ordre 
,1 — s t ziio f à laquelle se réduit celle, (4g), des surfaces applicables 
<ur une sphère, quand on suppose infini le rayon a de la sphère. Nous 
verrons, en effet, vers la fin du Calcul intégral, que toute surface 
dont l’ordonnée vérifie celte équation /*/ — $ s “0 est bien l'enveloppe 
«l'une série de plans. 

Deux génératrices consécutives, étant dans un meme plan, se cou¬ 
pent (à moins qu’elles ne soient parallèles et que la surface ne se réduise 
ù un cylindre ): ce qui revient évidemment à dire que les généra¬ 
trices ouL, sur la surface développable, une enveloppe, ou qu'il existe 
une courbe, beu de leurs intersections successives, à laquelle elles 
sont toutes tangentes. Et il est clair qu’à l’inverse le lieu des tan¬ 
gentes à une courbe quelconque, droites qu’on peut regarder comme 
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1rs prolongements des cotés d'une ligne polvgonale ù sommets infini¬ 
ment voisins inscrite dans la courbe, constitue une surface dévelop¬ 
pable, dont le déroulement sur un plan transforme justement la courbe 
gauche proposée, comme on a \ u (p. 217*), en une courbe plane avant, 
les mêmes angles de contingence et les mêmes rayons de courbure. 

Une surface développable peut donc toujours être engendrée pur 
une droite mobile constamment tangente à une courbe, ou qui rou¬ 
lerait sur elle. Or un pareil mouvement, réductible, entre deux gé¬ 
nératrices consécutives, à une simple rotation autour de leur inter¬ 
section et dans leur plan qui est le plan o>culateur de la courbe, fait 
décrire à tout point de la droite une sorte de roulette, sans cesse nor¬ 
male, d'après le théorème de Descartes (p. »j 8), à la droite généra¬ 
trice et présentant, par ‘uite. un rebroussement à l'endroit où le point 
décrivant touche la courbe. En effet, tant au delà qu'en deçà de cet 
endroit, le point décrivant reste, comme ta droite génératrice, dan?» 
la partie de l’espace vers laquelle est convexe la courbe, et il s'éloigne 
de celle-ci tangentiellement à la normale suivant laquelle il était venu. 
Mais, après son rebroussement, le point décrivant la roulette n'est 
plus situé sur la même nappe de surface développable qu’avant; car 
il se trouve désormais en arrière du point de contact actuel de la gé¬ 
nératrice avec la courbe, après avoir été en avant, ou n appartient 
plus aux tangentes à la courbe tirées dans la direction vers laquelle 
marche le point de contact, mais à leurs prolongements de direction 
opposée. Or les tangentes menées de l’une quelconque de ces deux 
manières suffisent évidemment, quand la surface développable est 
étalée sur un plan, pour couvrir la partie du plan vers laquelle la 
courbe tourne sa convexité, et elles formaient par suite, avant le dé¬ 
roulement, une nappe complète de la surface, que le déroulement a 
amenée en coïncidence avec la nappe analogue, Heu des tangentes ti¬ 
rées de l’autre manière. Et comme, le long de chaque clément de la 
courbe bord commun des deux nappes, il n’y a pour celles-ci qu un 
plan tangent unique, celui dans lequel roule, à fort peu près, la géné¬ 
ratrice alors qu’elle engendre presque à la fois leurs bandes de sens 
opposés contiguës à cet élément, la courbe est une arête de la sur¬ 
face, lieu de rebroussements non seulement pour les roulettes dont il 
vient d’être parlé, mais encore pour les coupes de la surface par des 
plans quelconques non tangents à la courbe. C’est pourquoi celle-ci, 
sur laquelle roule la droite génératrice, a été nommée l 'arête de re¬ 
broussement de la surface. Elle se réduit à un point unique, savoir, 
au sommet, dans les cènes» 

Observons que, hors ce cas singulier d'un cène (susceptible de dé- 
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générer en cylindre) et encore seulement d'un cène avant ses deux 
nappes ouvertes et d'une étendue angulaire totale suffisamment li¬ 
mitée, l'ensemble d'une surface développable ne peut pas, sans dupli- 
cature, s’étaler sur un plan, puisque le déroulement amène l'une sur 
l’autre les parties des deux nappes contiguës à l'arête. 

On appelle, en général, surface réglée , le lieu formé par une fa¬ 
mille ou suite continue de droites émanant des divers points d'une 
ligne donnée quelconque, dite directrice. Lorsque la distance minima 
de deux droites ou génératrices infiniment voisines y est d’ttn ordre 
de petitesse supérieur à la distance de leurs pieds sur la directrice 
ou, ce qui revient généralement au même, à l'angle mesurant le chan¬ 
gement de direction éprouvé d'une génératrice à l’autre, le Heu de 
ces droites se réduit à une surface développable, comme on l’a vu 
plus haut (p. ^67*) à propos des normales qui ont pour directrices 
les lignes de courbure d’une surface. 

Mais il n’en est plus de même, et la surface réglée est dite gauche, 
quand la distance minima, quej’appellerai 2, de deux génératrices voi¬ 
sines, est (numériquement) de l’ordre de l'angle formé par l'une d'elles 
avec une parallèle à l’autre. Alors dos éléments rectilignes de la surface, 
éléments que je désignerai par s, tirés entre ces deux génératrices 
normalement à la première, et de plus en plus longs à mesure qu'on 
s'éloigne de la perpendiculaire commune 2, s'inclinent aussi de plus en 
plus sur le plan, dont tous s’éloignent de 2, mené suivant la première 
parallèlement à la seconde; car ils font avec lui un angle, a, ayant pour 

sinus -• C'est dire que le plan tangent à la surface, mené, en un 

point quelconque de la première génératrice, suivant cette généra¬ 
trice et l’élément rectiligne perpendiculaire s qui en émane, fait lut- 

meme avec le plan fixe considéré l'angle a, variable de - à zéro quand 

le point de contact s'éloigne jusqu'à l'infini de chaque côté de la per¬ 
pendiculaire commune S. Donc le plan tangent, bien loin de rester 
le même tout le long d'une génératrice, y tourne en tout de deux 
droits, et ne tend à y devenir constant qu’aux endroits infiniment 
éloignés de la perpendiculaire commune 2, là où, la distance mutuelle 
s des deux génératrices est tellement grande par rapport à 2 que la 
surface interceptée, supposée reproduite semblablement mais en petit, 
devient une bande de surface développable. 

On appelle ligne de striction le Heu formé par les pieds des per¬ 
pendiculaires minima S menées sur les diverses génératrices à partir 
des génératrices infiniment voisines : dénomination justifiée par le 
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resserrement qu'y éprouve chaque bande de surface,, comprise entre 
den* génératrices contiguës et dont la largeur t atteint sur cette ligne 
sa valeur la plu» petite o ( 1 ). I! est clair que Xétranglement des bandes 
devient le plus complet possible, quand la ligne de striction se réduit 
à une arête de rebroussement, ou la surface réglée à une surface déve¬ 
loppable. 

Les plus simples des surfaces gauches sont celles oit non seulement 
deux génératrices consécutives, mais toutes les génératrices sont pa¬ 
rallèles à un même plan, dit alors plan directeur. Si on le suppose 
horizontal et qu’on le choisisse pour celui des xy, les lignes de ni¬ 
veau Z ~~ c de la surface seront de simples droites, et, par consé¬ 
quent, l’équation de la surface, résolue par rapport à Y ou écrite 
y = FO’, z)rrz F(x, c). aura son second membre du premier degré 
en x. De telles surfaces réglées à plan directeur se trouveront donc 
caractérisées par une équation de la forme 

<5i> i-.-oO*, 

/O), «O) y désignant deux fonctions arbitraires, c’est à-dirc de 
forme variable à volonté ou plutôt d'après la nature de deux courbes 
données ( directrices) sur lesquelles devront s’appuyer les génératrices 
constamment horizontales. La perpendiculaire commune à deux lignes 
de niveau consécutives sera la verticale du point où se croiseront 
leurs projections sur le plan des xy; de sorte que la ligne de striction 
aura pour projection horizontale l'enveloppe des projections horizon¬ 
tales des génératrices. La surface prend le nom de conoïde quand 
toutes les génératrices s'appuient sur une même droite, Taxe des z 
par exemple; cas où, x ety s'annulant simultanément à tous les ni¬ 
veau* 5, le dernier terme de ( 5 i) disparaît, en sorte que cette équa¬ 
tion ( 5 i) delà surface, divisée par fait alors varier c en fonction 

uniquement du rapport Et l’on appelle quelquefois, par extension, 

conoïde général toute surface réglée à plan directeur. 

Par analogie avec les surfaces réglées développables ou non, lieux de 
génératrices rectilignes, on considère fréquemment une surface comme 
le Heu d'une famille de courbes, qu'on appelle (du moins dans certains 
cas particulièrement remarquables dont il sera question vers la fin du 
Calcul intégral) ses caractéristiques, et qui, tantôt, se coupent sur- 
cessivement ou viennent toucher une enveloppe commune, dite encore 


( l ) I.c pied de la perpendiculaire minima ô est dit le point central de la géné¬ 
ratrice correspondante, sur laquelle on suppose cette perpendiculaire abaissée à 
partir d’une génératrice inünimcnt voisine. 
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l' arête de rebroussement de la surface, tantôt gardent entre elles leurs 
distances ou, plus généralement, s'approchent chacune de Ja suivante 
Jusque dans un certain rapport minimum non évanouissant, en des 
points dont le lieu est une ligne de striction pour les bandes que li¬ 
mitent deux caractéristiques consécutives. Il arrive, d'ailleurs, souvent 
que ces diverses bandes peuvent être censées, sans erreur finale dans les 
plans tangents, appartenir à tout autant de surfaces différentes, plus 
simples que la proposée, et se coupant mutuellement à une distance 
infiniment petite de leurs points de contact avec elle, pour la même 
raison, donnée à la p. 223 *, que le font deux, plans tangents voisins 
menés à une surface : alors les caractéristiques, suivant lesquelles sont 
juxtaposées les bandes, deviennent les intersections successives de ces 
surfaces plus simples, et la surface proposée est l'enveloppe de leur 
famille. C'est ainsi qu’une surface développable constitue une enve¬ 
loppe de plans. De même, une surface de révolution, lieu de cercles 
parallèles décrits autour d'un même axe et comprenant entre eux des 
zones infiniment étroites, peut être regardée comme l'enveloppe des 
sphères de rayon variable, avant leur centre sur cet axe, auxquelles 
appartiennent ces zones ou du moins leurs deux bords. 

209*. — Des lignes géodésiqnes d’une surface; propriété de leurs plans 

oscillateurs. 

Quand on déforme une surface par simple flexion, il y a toute une 
catégorie remarquable de lignes la sillonnant qui conserve ses pro¬ 
priétés distinctives : ce sont les lignes appelées géodésiqnes, dont la 
longueur, entre deux de leurs points voisins, d’ailleurs quelconques, 
est le plus petite possible, c'est-à-dire au moins aussi faible qu'elle le 
serait pour toute autre ligne menée sur la surface entre ces deux 
points. En efTet, deux lignes quelconques de la surface aboutissant 
aux mêmes extrémités gardent leur longueur pendant toutes les dé¬ 
formations dont il s’agit, et celle des deux qui se trouvait primitive¬ 
ment la plus courte ne cesse à aucun instant de l’étre. 

Les lignes géodésiques jouissent de la propriété d’avoir, en un quel¬ 
conque de leurs points, leur plan osculateur normal à la surface : au¬ 
trement dit, leurs normales principales sont les normales mêmes 
de la surface. 

Pour le démontrer, soient OMA un arc infiniment petit quelconque 
tracé sur la surface entre deux points donnés O, A, et O ma sa projec¬ 
tion sur le plan tangent en O à la surface. Prenons la corde O a de 
cette projection pour axe des x, une perpendiculaire, dans le plan 
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tangent, pour axe /les y, et enfin la normale Os pour axe des ordon¬ 
nées.^ exprimées ici par l'équation z ~f(x,y) de la surface* Comme 
On est une corde infiniment petite, voisine en direction de la même 
tangente que la corde Ont menée de l'origine au point quelconque 
m{x,y) de Q»w, la pente de Om par rapport à Ox t quotient de 


T 


m'm parOm' ou de/par x, est infiniment faible. En d’autres termes, la 
seconde, y, des deux coordonnées de m, se trouve négligeable à côté de 
la première, x, De même, si, par des pians comme m'm Al et n’n X, 
parallèles auxys, on divise Tare OMA en éléments MX ~ds infini¬ 
ment plus petits que l'arc total, les accroissements ây et clx éprouvés, 
d’un point de division aux suivants, par ces coordonnées y et x t au¬ 
ront entre eux un rapport infiniment faible, mesurant l'inclinaison 
sur Taxe des x de la tangente correspondante mn menée à Orna. 

H suit de là que l’accroissement simultané, dz — clf{x, y), reçu 
par l’ordonnée z le long de l’élément MX ou ds f aura son expression 
tx( r > y)d æ f y^'i y)dv-> réductible, sauf erreur relative négli¬ 
geable, au premier terme, lequel ne variera même que dans un rep¬ 
ort infiniment petit si le facteur f x {x, y) y est remplacé par 
°) ï ce qui reviendra à ne déplacer fictivement le point (x, y), 
dans le plan .rOy, que d'une quantité, —y, infiniment petite en com¬ 
paraison de sa distance à l’origine. Ainsi, pour tous les arcs menés sur 
la surface entre O et A, l’élément compris entre deux mêmes plans 
consécutifs parallèles aux yz a non seulement sa projection dx sur 
t’axe des x identique, mais aussi sa projection dz sur l’axe des z à 
fort peu près la même; et H n'y a que la projection dy qui varie dans 
un rapport notable d’une courbe à l’autre. 

Or, dans ces conditions, la formule connue du* — dæ 3 h dz 1 -h dy 3 
montre que l'élément en question ds décroît avec dy 3 , ou plutôt, que, 
si l’on compare sa valeur dans une courbe oii dy 3 est de l’ordre de pe¬ 
titesse de dz 3 à sa valeur dans une autre courbe, oii dy 5 sera infiniment 
lî. — I. Partie complementaire, m* 
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plus faible que dz 1 et de Tordre même des petites variations éprouvées 
par dz* d'une courbe à l’autre, c'est dans le second cas que ds se trou* 
vera le plus petit. Cela étant vrai pour tous le» éléments ds de l'arc 
OMA, l'arc OMA tout entier ne pourra atteindre sa moindre valeur 
que si les rapports d'autant de différentielles consécutives dy que l’on 
voudra, en parlant du point O, aux différentielles ^correspondantes, 
v sont infiniment voisins de zéro ; d’où il suit que le nouveau rap¬ 
port *~» formé par leur addition terme à terme, se trouvera lui-même 

Ml 

infiniment petit, car tous les dz sont évidemment de même signe quand 
on va de O vers A, et Ton peut appliquer un théorème connu (note de 
la p. 12), Cela revient à dire que l’arc OMA, s'il appartient à une 
ligne géodésique, ne s'éloignera du plan^Ox qu’à des distances y 
négligeables par rapport à ses écarts du second ordre, s, d'avec le plan 
tangent x O/; et, comme tout plan qui fait, en un point donné 0 d’une 
courbe, un angle fini avec le plan osculateur correspondant, s’écarte 
de celle-ci de quantités dont l'ordre de petitesse ne dépasse pas le 
second, il faut en conclure que le plan zOx fera un angle infiniment 
petit avec le plan osculateur en O à la ligne géodésique. Donc, à la 
limite, c'est-à-dire quand le point A, se rapprochant de O sur la ligne 
géodésique, viendra se confondre avec O, le plansOx, sans cesse 
normal à la surface en O, y sera bien finalement osculateur à cette 
ligne. 

Ainsi, deux éléments consécutifs d’une ligne géodésique sont tou¬ 
jours dans un même plan avec la normale menée à la surface au point 
intermédiaire. Or il est évident qu’on peut, à partir d’un point quel¬ 
conque de toute surface, tirer une infinité de pareilles lignes, généra¬ 
lement gauches, savoir, une suivant chaque direction comprise dans 
le plan tangent au point donné; mais que, leur premier élément une 
fois choisi, tous les autres s’ensuivent d’ordinaire, déterminés qu'ils 
sont de proche en proche, sur des longueurs infiniment petites, par 
les intersections de la surface et des plans normaux menés, chaque 
fois, au point où l'on est arrivé, suivant l’élément précédemment 
construit. Et comme ces lignes issues d'un même point divergeront, 
en général, de plus en plus tout autour, une seule, presque toujours, 
ira passer par un second point arbitraire, du moins si la surface est 
ouverte; de sorte qu'il existera bien sur la surface, entre deux points 
pris à volonté, une ligne parfaitement déterminée de longueur mi¬ 
nime. 

Sur fa sphère, cette ligne se trouvera tout entière dans un même 
plan diamétral, ou sera une portion de grand cercle; car deux nor- 
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males consécutives, venant concourir au centre, ne détermineront 
avec l'élément intermédiaire de ligne géodésique, pour fixer la direc¬ 
tion des deux éléments précédent et suivant, qu’un seul plan, oscil¬ 
lateur dés lors pour deux points de la ligne voisin* et, par suite, de 
proche en proche, pour tous, lie même, sur une surface plane, les 
normales consécutives, toutes parallèles, auront leurs pieds alignés 
dans un même plan normal, et la ligne géodésique sera une droite. 


210 *. —• Application aux surface» développables; rayon de courbure 

des hélices. 


Quand ii s'agit d’une surface développable, toute ligne géodésique 
devient une simple droite dans le déroulement de la surface (sans 
quoi elle serait, entre deux de ses points, moins courte que ia courbe 
à transformée rectiligne les joignant); et l'angle, que j'appellerai 
sous lequel, ainsi rectifiée, elle coupe les génératrices successives, 
varie évidemment, entre une génératrice et ia suivante, de l'angle 
même que font mutuellement celles-ci, c'est-à-dire de l’angle de con¬ 
tingence de l'arc intercepté par elles sur l'arête de rebroussement. 
D’ailleurs cet angle de contingence, formé par deux génératrices suc¬ 
cessives. est pareil dans l’arête de rebroussement et dans sa trans¬ 
formée plane, comme on a vu à Ja p. 3 17* ; ce qui montre que les dé¬ 
formations d'une surface par simple flexion n'y changent pas plus 
l’angle de deux lignes voisines que leurs longueurs, même dans ce 
cas limite où il s'agit de l'angle infiniment petit des directions do 
deux génératrices qui ne se rencontrent pas sur la nappe continue à 
considérer, ni, en toute rigueur, hors de ce champ, ht, de même, 
c’est-à-dirc en vertu du principe de la conservation des angles, mais 


appliqué au cas, ot't il sc trouve évident, de deux lignes se coupant 
sur la surface, l’inclinaison de la ligne géodésique par rapport à une 
génératrice quelconque est précisément, sur la surface courbe, celle 
qui s'y observe après le développement sur un plan. 

Si donc on suppose donnés les angles de contingence successifs de 
l’arètc de rebroussement, toute ligne géodésique aura sa direction sur 
la surface, à la rencontre des diverses génératrices, parfaitement 
définie, dés que l'on connaîtra l’angle arbitraire sous lequel elle cou¬ 
pera la première génératrice; et cette ligne sera déterminée ou pourra 
être construite de proche en proche. 

Comme sa normale principale, en un point quelconque 
coïncidera avec la normale même de la surface, son rayon de cour¬ 
bure, que j'appellerai sera donné par la formule d'Euler, (11), dé- 
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mon hcc dans la dernière Leçon [p. *w(>‘ J. H suffira d'observer qu'tci 
la courbure principale de la sur face au point (.r, v, z ), dans le sens 
de la génératrice suivant lequel la normale a une direction constante* 
:>e trouvera nulle, et que, par suite, eu appelant H te rayon de cour¬ 
bure en ( .r, y, z) de la section normale faite par un plan perpendi¬ 
culaire à la génératrice ou Laurent à la ligne de courbure non recti¬ 
ligne, on aura simplement 
... i sin**' 

"*> T’ 

puisque la tangente à la courbe géud.'sique considérée fera l'angle 
complémentaire de y avec celte unique section principale dont la cour' 
bure ne suit pas égale à zéro. Remarquons, à ce propos, que Pindica» 

\î ^j \i 

trice, avant son équation -r — ziz t réduite ù i par l'hy¬ 

pothèse R'.- “ x, se composera de deux parallèles à la génératrice. 

Quand la surface se réduit ù un cylindre, que nous supposerons, 
pour fixer les idées, avoir scs génératrices verticales, les lignes géo- 
dèsiques, dont les transformées planes sont des droites, prennent le 
nom d’hélices, et coupent sous un même angle y toutes les généra¬ 
trices, qui, sur la surface déroulée, sont de simples parallèles. I.a 
pente coty de ces hélices est donc constante. Je la désignerai par m; 
ce qui donnera pour l'inverse de sin*y la valeur I -- m 2 . Et la formule 
(. 3 a) se changera en celle-ci : 


( 53 ) 


p = (i — m a )R, 


dans laquelle R sera évidemment le rayon de courbure do la section 
droite, ou de la base du cylindre, à son intersection par la génératrice 
considérée. Donc, en tout point d’une hélice tracée sur une surface 
cylindrique quelconque, le rapport du rayon de courbure de cette 
courbe, au rayon de courbure de la section droite du cylindre, 
excède l'unité d’une quantité égale au carré de la pente constante 
de l’hélice par rapport à la base du cylindre. 

Observons que Ton aurait pu, du fait que cette pente e*t constante 
ou que le cosinus de Tangle y de la tangente avec Taxe des - a sa dé¬ 
rivée nulle, déduire la perpendicularité de la génératrice à la normale 
principale et, par suite, vu d'ailleurs la perpendicularité de l'hélice à 
cette normale principale, conclure la normalité de celle-ci à la surface 
même. En effet, les cosinus directeurs de la normale principale étant 
proportionnels, dans toute courbe (p. 210*), aux dérivées premières 

des trois osinus directeurs ~~ de la tangente, il suffit que 
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la troisième de ces dérivées s'annule pour que la normale principal': 
soit dans un plan perpendiculaire à faxe des s. 

Supposons, enfin, le cylindre circulaire, cas où la courbe devient 
une Indice ordinaire et oii H est le rayon même du cercle de base du 
cylindre* Appelons/-le rayon d'une circonférence équit aJeuto à une 
spire, c’est-à-dire à un arc d’héliee ayant pour projection sur la base 
du cvlimire tout le contour ürR de celle-ci, et qui, déroulé, serait 
l'hypoténuse d’un triangle rectangle de base awR, avec sou angle 
aigu adjacent complémentaire de y et son troisième côté égal au pus 
de l ? hélice ou portion de génératrice comprise sur le cy lindre entre 
les deux, extrémités de la spire. Alors le rapport de la hase 2 t:R a 
l'hypoténuse a?:/* représente sïny, et la formule ( 52 ), par la substi¬ 
tution à siny de ce rapport, devient simplement, en multipliant par Hï. 


«5») 


Ro 


ou 
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En d’autres ternies, le rayon d'une circonférence équivalente à une 
spire est moyen proportionnel entre celui du cylindre et le rayon 
de courbure de l'hélice. Telle est la relation d où 1 on déduira le 
rayon, y, de l’arc circulaire en lequel se transforme l hélice, par le 
déroulement, sur un plan, de la surface ( appelée hclicoïdc dévelop¬ 
pable) lieu de ses tangentes. 


2ii*, — Raison de la dénomination des lignes géodésigues; courbure 

géodéaique des lignes d'une surface. 

Si les lignes de longueur minimum entre points voisins, tracées sur 
une surface, ont reçu le nom de lignes géodésiques, c’est sans doute 
pour rappeler qu'elles sont justement celles qu'on indique sur le ter¬ 
rain lorsque, dans des opérations d'arpentage ou de géodésie , on 
jalonne ce qu’on appelle des alignements. Alors, eu effet, on ramène, 
par des projections, les figures existant sur la surface terrestre à ce 
qu'elles seraient si cette surface était rendue partout horizontale, 
c'est-à-dire partout perpendiculaire à la direction du Jîl à plomb; et, 
de plus, sur trois points consécutifs de tout alignement, le troisième 
est toujours pris dans le prolongement du plan menti suivant le pre¬ 
mier et la normale passant par le second, normale que représente soit 
un jalon vertical, soit (lorsqu'on emploie l équerre d arpenteur, le 
théodolite, etc.) deux lils voisins déterminant un plan de vîsee ver¬ 
tical. De fait, si, à cause de la courbure de la Terre, les lignes ainsi 
racées ne sont pas droites, du moins elles sont aussi peu courbes que 
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possible. Cela résulte «lut théorème de Me us nier (p. en vertu 

duquel toute ligne tracée sur une surface, tangentiellement à une 
droite donnée, «a sa courbure, en son point de contact avec ta droite, 
d'autant plus petite que son plan oscillateur y fait un angle moindre 
avec la normale à la surface; de sorte qu’elle diffère aussi peu que 
possible d'une droite quand ce plan contient la normale. 

La propriété caractéristique des lignes géodésiques s'énonce aussi 
on disant que leur courbure géodésique est nulle; car on appelle* en 
général, courbure géodésique d'une ligne tracée sur une surface, la 
courbure de sa projection sur le plan tangent mené à la surface au 
point considéré, ou, autrement dit, la courbure telle qu'on l’évalue¬ 
rait, si l'on mesurait, au lieu de l'angle de contingence formé par 
deux éléments consécutifs de la courbe, l’angle dièdre des deux plans 
dirigés suivant chacun de ces éléments et la normale à la surface en 
leur point commun. 

2I3\ — Antres propriétés générales des lignes géodésignes; 

cercles géodésiques. 

La distance minimum, sur une surface, d’un point de cette surface 
à une courbe qui s'y trouve tracée, est représentée par une ligne géo¬ 
désique menée du point à la courbe en question et aboutissant à angle 
droit sur celle-ci. En effet, si elle ne lui était pas normale, il suffirait 
de diriger autrement son dernier élément oblique, de manière à le 
rendre perpendiculaire à la courbe donnée, pour diminuer sa longueur 
sans le faire sortir de la surface, et pour diminuer ainsi la longueur to¬ 
tale du trajet; ce qui est impossible, puisqu’il n’existe, par hypothèse, 
dans les conditions voulues, aucune ligne plus courte que la proposée. 

De meme, la distance minimum, sur une surface, entre deux 
courbes de la surface, est évidemment une ligne géodésique perpen¬ 
diculaire aux deux courbes. 

Imaginons actuellement, avec Gauss, qu’on mène sur une surface, 
à partir des divers points d'une courbe quelconque ÀBCD... de 
cette surface, des lignes géodésiques A.V, RB', CC f ,... s'en déta¬ 
chant toutes à angle droit et d'une même longueur très petite. 11 est 
clair que ces lignes mesureront les distances raintma, sur la surface, 
de leurs extrémités A', B', G',... à la courbe ABGD..., et que, par 
suite, le lieu A'B'C'D'... de ces extrémités sera une nouvelle courbe, 
ayant tous ses points à une même distance miniraa AA', sur la sur¬ 
face, de ÀBCD,... Or il résulte de là que nulle autre ligne menée 
sur la surface, à partir du point À, par exemple, jusqu'à la rencontre 
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de A'B'C'D'... et reliant, par conséquent, A'H'C'D'... à ABCD.., 
ne peut être plus courte que AA/. Donc cette ligne géodésique AA' 
tombe perpendiculairement sur A'B'C'D',.et, comme il en serait 


Fig. S*. 



de même de BB f , CG', etc., les deux lignes AE, A'E' ont, sur la sur¬ 
face , toutes leurs perpendiculaires gèodésiques communes , et de 
même longueur dans la bande interceptée AA'E'E. 

On voit que ces lignes AE, A'E' sont, sur la surface, Jes analogues 
des courbes parallèles sur le plan, et que les gèodésiques perpendicu¬ 
laires AA', B B',... sont les analogues des normales communes à deux 
courbes parallèles. En prolongeant toutes ces lignes gèodésiques, de 
manière à leur ajouter de petites longueurs égales quelconques A'A\ 
B'B", C'C",..on obtiendra une nouvelle parallèle géodésique 
A"B"C T ..., et ainsi de suite, jusqu'à ce que la longueur totale com¬ 
mune des lignes gèodésiques issues des points A, B, C,... atteigne 
telle valeur qu'on voudra Aa — B 6 ..., si les dimensions de la sur¬ 

face le permettent. 

Dans le cas particulier où la courbe de départ AE se réduit à une 
ligne fermée infiniment petite, c’est-à-dire à 
un point O, les courbes Aa, B b, Ce,... de¬ 
viennent les différentes lignes gèodésiques Oa, 

O b, Oc, ,.. qui émanent de ce point, et la 
parallèle obtenue abede .., est l’analogue d’un 
cercle, non seulement en ce qu’elle se trouve 
partout à la même distance, sur la surface, du 
centre géodésique O, mais encore parce que 
tous les rayons gèodésiques O a, O b, Oc,... 
la coupent normalement. 

On voit que la propriété dont jouit tout 
cercle de la sphère, d’avoir ses divers points à une même distance, 
sur la surface, de chacun de ses pôles, et d’être perpendiculaire aux 


Fig. 3 0 . 
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arcs de grand cercle, lignes géodésiques de la sphère, qui mesurent 
cette distance, s’étend à une surface quelconque, pourvu qu'on rem¬ 
place les eercles par des courbes comme abcd ... et les pèles par de» 
points d où émanent des rayons géodésiques égaux. Aussi a-t-on ap¬ 
pelé ces courbes des cercles géodésiques. 
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